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UNE DEMONSTRATION 

DE LA PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DE LA TANGENTE A L'ELLIPSE 



Par M. E. I^emolne. 



Je lis, dans le programme d'Agrégation des sciences Mathé- 
matiques, c(mc(Mr^ de 1889 : 

a Démontrer qu'une ellipse quelconque peut être considérée 




comme la projection orthogonale d'un cercle. Déduire, de là^ 
les principales propriétés de Tellipse. » 
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La propriété suivante, l'une des plus importantes, n'est, je 
crois, jamais démontrée directement avec le point de départ 
indiqué par le programme. 

Dam toute ellipse, la. tangente en un point M fait des angles 
égaux avec les rayons vecteurs MF, MF; F et Frétant les foyers. 

Voici une démonstration fort simple : 

Soit AA' le grand axe de Tellipse diamètre du cercle doût 
l'ellipse est la projection, le centre de l'ellipse; B, une des 
extrémités du petit axe; B étant la projection de B^ point du 
cercle ; M, un point de l'ellipse, projection de M^ ; soit I le point 
où la tangente au cercle en M^ coupe AA' ; MI est la tangente 
en M à l'ellipse. 

Cela posé, soitM, le point du cercle, diamétralement opposé 
à M^. Si F et F' sont les foyers de l'ellipse, on sait que l'on a 
BBi r= OF = OF' ; on sait aussi, par la démonstration géo- 
métrique directe et devenue classique, que M. Gourcelles a 
donnée de cette proposition : la projection orthogonale d'un 
cercle sur un plan est une ellipse, en établissant que 

MF4-MF=MiM,; 

on sait aussi, dis-je, que, si l'on abaisse, de F, une perpen- 
diculaire FG sur MiM,, on a 

MF = M^G, 

MF' = MjG. 

Soient T, et Tj les pieds des perpendiculaires abaissées 
respectivement de F et de F' sur IM^. Les triangles semblables 
FT J, F'rj donnent 

FTi _ FI 

Ft;"" F'I' 

Mais FTi = M,G = MF. 

De même, F'T; = M,G = MF; 

• MF FI 
^^^^ MF^FÏ' 

ce qui prouve que, dans le triangle F'MF, la tangente Ml est 
la bissectrice de l'angle extérieur formé par les côtés MF, 
MF'. c. Q. F. D. 



JOURNAL DK MÀTHÉHÀTIQUKS ÉLÉMBNTÀIRSS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €■• de liongehamp** 

(5tt«c,voirp. 271.) 




106. Le bombardement de la passe. — Soient, sur 
le terrain, deux points remarquables 0, 0', inaccessibles et 
très éloignés; on voudrait régler le tir de façon à faire tomber 
les projectiles au milieu de 00' (*). Cette question, à un autre 
point de vue, nous a déjà occupé (Seconde partie^ § 68); mais 
nous nous étions réservé de l'examiner de 
nouveau, dans le chapitre actuel. 

Deux cas, au point de vue pratique, 
doivent être distingués dans le présent pro- 
blème; suivant que 00' pénètre, ou ne 
pénètre pas, dans la région accessible. 

Premier Cas. — Plaçons-nous d'abord 
dans cette seconde hypothèse. Après avoir 
effectué les alignements qu'indique la figure / 

284, nous obtenons un quadrilatère complet; •' / « • 

les milieux A, G des diagonales MP, NQ, 
donnent deux points situés en ligne droite 
avec le point invisible B ; AG représente 

donc la ligne de visée. o*'^ -^ ta- 

peur obtenir la distance inconnue AB, 
on observera que les droites O'O, OT, O'O", ^* 

O'Q détermineat, sur AGB, une ponctuelle harmonique ; et Ton 
appliquera la formule indiquée précédemment {Seconde partie, 

(*) On peut imaginer par exemple que 0, 0' représentent deux forts 
protégeant rentrée d'un défilé^ commençant en B;ou, Tembouchure d'un 
fleuve ; le mouillage d'une rade, etc. Dans cette hypothèse, on peut 
avoir intérêt à préparer le tir de façon que les projectiles viennent frapper, 
à un moment donné, non pas les forts eux-mêmes, mais le point qu'ils 
protègent, point invisible et que nous supposons placé au milieu de 00\ 
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§ 52). Ces opérations exigeraient, il est vrai, un peu de temps; 
mais on peut admettre que la guerre des sièges comporte 
tous les loisirs nécessaires. 
Second Cas. — Supposons maintenant que le prolongement 

^, de 00' pénètre dans la région où se 
trouve Tobservateur. Sur ce prolon- 
gement, prenons un point A, et tra- 
çons, dans la région accessible, deux 
alignements quelconques A, A'. On 
choisira, pour A, A', des droites 
faisant, avec AO, des angles d'au- 
tant plus voisins de 90® que la dis- 
tance 00' est plus considérable; de 
cette façon les constructions que 
nous allons indiquer se feront tou- 
jours dans des limites convenables. 
Au point M, pris arbitrairement 
sur A, on relève, avec la fausse 
équerre, Tangle AMO et Ton déter- 
Fig. f85. mine ensuite, sur A,le point M' d*oîi 

l'on voit AO' sous le même angle. Soit C le milieu de MM'; la 
ligne de visée est une droite partant deC, et formant avec C A un 
angle égalàOMA; il a, d'ailleurs, été relevé parla fausse équerre. 
Pour avoir la longueur de la ligne de tir, prolongeons la 
ligne de visée jusqu'à ce qu'elle rencontre A' en P; puis, me- 
nons GP, parallèle à AO. Nous avons alors 

Comme la longueur QC est connue, par un chaînage direct, 
on pourra-, au moyen de cette formule, calculer QB ; c'est la 
distance cherchée, si la batterie doit être installée en Q. Dans 
le cas où l'on voudrait placer les pièces, en C, on aurait CB, 
en observant que CB = QB — QC. 

107. Remarque. — Il n'y a aucun intérêtà soulever ici, dans cet 
ordre d'idées, des problèmes plus difficiles que ceux que nous 
avons examinés dans les paragraphes précédents; car, vraisem- 
blablement, ils ne se présenteront jamais dans les applications. 
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Pour citer un exemple, relativement simple, des cas aux- 
quels nous faisons allusion, supposons qu'on veuille, d'un 
point 0, tirer sur un point invisible, également éloigné de 
trois points visibles A, B, G. On tracera, sur le terrain, une 
figure A', B', C, homothétique de ABC en prenant 

OA^ _ OB^ _0C^' I 

OA ~ ÔB ~ OC "■ 100* 
Soit (o le point où concourent les perpendiculaires élevées 

aux milieux des côtés de A'B'C; 0(o est la ligne de visée, et la 

distance inconnue est éo:ale à loo Oœ. 

108. Le tir sur le but mobile.— « Le problème actuel (*) 
dit Servois,(/oc. cit. p. 61) que nous reproduirons ici textuelle- 
ment, est de la plus grande importance pour Tartilleur qui doit 
toujours connaître la distance du but, s'il ne veut pas consom- 
merinutilementlesmunitions. Les solutions connues sont suffi, 
santés quand le but est fixe : mais elles paraissent difficilement 
applicables lorsqu'il est mobile; parce qu'exigeant du temps 
pour être exécutées, elles ne peuvent être assez souvent répé- 
tées pour donner à chaque instant la distance de l'objet en 
mouvement. On a proposé,il est vrai, pour ce cas, l'usage des 
deux graphomètres placés aux extrémités d'une base connue ; 
mais c'est un appareil qu'on ne peut pas toujours avoir et. 
puis, il faut encore du temps pour conclure, de deux angles 
pris à la fois, la distance dont on a besoin : cependant il impor- 
terait singulièrement qu'on pût estimer, à chaque instant,ou 
au moins à des intervalles assez rapprochés, la distance d'un 
objet telle qu'une tête de colonne, un bâtiment eii mer, etc., 
qui s'approche ou s'éloigne : on saurait alors quand il faut 
commencer et cesser le feu ; on me permettra quelques vues 
sur ce point intéressant; elles ne sont point une digression. 
Si l'objet qu'on doit frapper se meut dans le rayon d'un 
cercle dont la batterie occupe le centre, on pourra se servir 
avec avantage du triangle- équerre de Lagrange, car ayant 
mesuré d'avance une base perpendiculaire à la direction du 
mobile, terminée d'une part à la batterie, et fixé l'instrument 
à l'autre extrémité, un observateur tenant constamment l'all- 
eu) Le problème de la distance d'un point à un autre point inaccessible. 
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dade mobile dirigée vers l'objet, pourra prononcer à chaque 
instant à quelle distance de la batterie est cet objet, parce 
que rinstrument donne cette distance sans calcul » (*). 

Si Tobjet se meut dans une ligne droite, oblique par rapport 
aux lignes de feu de la batterie, on parviendra à connaître sa 
distancé, en procédant comme s'ensuit... 9 

Servois indique alors pour calculer la distance de la batterie 

(*) On voit, par cette descriptioD, en quoi consistait le triangle-équerre 
de Lagrange, aujourd'hui remplacé par le? télémètres. Imaginons un 
triangle rectangle ABC, dont Tun des côtés AB porte une graduation, 
de o à, 100 par exemple. Au sommet G est fixé une lunette ou une ali- 
dade mobile autour de ce point et qu*on peut, à un moment donné, 
diriger Ter s le but mobile. Un trépied supporte Tinstrument et permet 

a' 




/*K> 



^ 






o 



Fig, H86. 



Fig. 287, 



de riostaller dans un plan horizontal. La base GO, dont parle Servois, 
étant mesurée, Tinstrument fait connaître, par une simple lecture, la 
longueur AH; diaprés cela, la distance inconnue est donnée par la formule 

00' = 0C.||. 

En supposant AB = i oAG, h désignant le nombre correspondant au 

point H, on a 

.^^, ^« AB AH ^^ h 

00 = OG. T-^. -r^ = OG. 10. 



ou, enfin, 



AG AB 

00' = ^^•'^ 



100 



10 



Il suffit donc de multiplier la longueur de la hase, par le nombre h 
donné par Tinstrument; on divise ce produit par 10. 
Pour les grandes distances, il faudrait prendre un triangle équerre 

AB 
dans lequel le rapport ^7, serait plus grand que 10; mais, dans ces con- 

ditions, les dimensions de Tinstrument le rendraient peu pratique. 
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au but mobile, la solution que nous avons^ en la modifiant 
un peu, reproduite (§ 52), et au moyen de laquelle on déter- 
mine la distance d'un point donné à un point inaccessible. 

Lorsque le but ne se meut pas en ligne droite, on peut, dit 
Servois, employer la méthode suivante : 

« Â. est le centre de la batterie, ou à peu près ; X est le but 
mobile ; AZ est une base de longueur plus grande que la portée 
moyenne des bouches à feu do la batterie ; elle est mesurée 
exactement et, sur l'extrémité Z, les divisions, de mètre on 
mètre, sont indiquées par des piquets, par des cailloux, etc. 
Si le terrain Ta permis, la direction de cette base a été prise 
de manière à ne pas former d'angle obtus avec la première ou 
dernière ligne de feu dirigé sur le mobile ; des jalons sont 
placés en A, D, B sur AZ, à des distances arbitraires ; un cor- 
deau AG égal à AB et sur lequel on a marqué en E une lon- 
gueur AF égale à AD, est fixé par une extrémité en A ; huit 
hommes désignés par E, C, F, G, L, M, N, Z sont chargés des 




Fig. 288 

fonctions suivantes. G, E tiennent le cordeau, Tun en E, l'autre 
en G, et ont soin d'être toujours dans l'alignement AX ; L, 
placé à quelque distsnce du jalon D, se tient constamment 
dans l'alignement GD ; M est toujours dans Talignement BX; 
N est toujours dans l'alignement BE ; F a soin d'occuper con- 
stamment le point de concours de DL et BN ; G est constam- 
ment au point de concours de AF et BM ; enfin Z est toujours 
|iu concours de GG et AB, et il proclame à chaque moment à 

JOURNAL DE MATH. tLÉM. -- 1888. 1. 
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quelle distance il est du- point A: elle est la môme que celle 
du hui X. Si l'objet se meut dans la direction AX, il est clair 
que les observateurs E, C, F, M peuvent être remplacés par 
des jalons, que L, N deviennent inutiles, et que G et Z, avec 
les attributions qu'on leur a données, peuvent seuls détermi- 
ner à chaque instant la distance AZ égale à AX. » 

Cette solution, assurément, est fort simple, en théorie ; mais 
bien que Servois, avant de Texposer, prenne la précaution 
d'avertir le lecteur qu'elle a été, par lui-même « essayée plu- 
sieurs fois avec succès », on comprend, sans qu'il soit, je sup- 
pose, utile d'insister, qu'une pareille méthode, exigeant le 
choix d'une base égale à la portée moyenne des bouches à 
feu, est condamnée d'avance ; elle ne peut manifestement 
donner lieu à aucune opération pratique. 

Nous allons, dans les paragraphes suivants, exposer une 
solution, moins compliquée, de la question actuelle. Il est vrai 
qu'elle nous a déjà occupé, quand nous avons examiné (cha- 
pitre V, § 53) le problème de la poursuite. Nous la reprenons 
ici; pour la traiter avec plus de détails, et en nous plaçant au 
point de vue spécial du tir des bouches à feu sur un but qui 
se déplace. Mais nous avons à nous demander d'abord com- 
ment on pourra décider si la trajectoire du but mobile est 
rectiligne ou ne l'est pas. /^ suivm.) 
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SUR LA MESURE 

DE LA SIMPLICITÉ DANS LÈS TRACES GEOMETRIQUES 
Par M. E. Lemoine, ancien élève de PËcole Polytechnique. 



J'ai indiqué, au Congrès d'Oran de l'Association française 
pour Tavancemeat des sciences, une méthode permettant de 
mesurer la simplicité des constructions géométriques. Je vais 
l'appliquer à deux problèmes, 1^ à la recherche de la con- 
struction la plus simple du point de Lemoine; 2° à celle de la 
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construction la plus simple pour mener par un point une 
droite qui passe par le point d'intersection de deux droites 
qu'on ne peut prolonger jusque-là. Mais comme, évidemment, 
la méthode dont je parle ne peut être encore connue des lec- 
teurs et que, d'ailleurs, elle semble offrir un intérêt didactique, 
je vais d'abord l'exposer ici brièvement. 

Les constructions géométriques se font au moyen de règles, 
de compas et d'équerres. 

Avec une règle, on ne peut faire que deux opérations élé- 
mentaires : 1° faire passer le bord de la règle par wn pot n/ mar- 
qué sur l'épure; c'est l'opération R^; si je fais passer le bord 
de la règle par deux points marqués, en me préparant à tracer 
la droite qui les joint, je dirai que je fais l'opération 2R1; 
2® tracer la ligne au crayon ou à l'encre en suivant le bord 
dé la règle, c'est l'opération Rj. 

Ainfii, tracer une droite qui passe par deux points marqués, 
sera faire l'opération 2R1 -+- Rj,. 

Avec le compas on ne peut faire que trois opérations élé- 
mentaires : 

1° Mettre une pointe sur un point marqué, opération C^. 
Ainsi, prendre avec le compas une longueur marquée sera 2G1 ; 
• 2<» Mettre une pointe sur une ligne tracée, mais en un point 
indéterminé, opération Gj ; 

3® Tracer la circonférence, opération C3. 

Nous ne tenons pa$ compte de la longueur réellement tracée 
d'une droite ou d'un arc de circonférence ; quelque petits 
qu'ils soient, ce sera toujours R^ ou Gj. Ainsi, porter, sur une 
ligne donnée, la longueur comprise entre les branches d'un 
compas, sera G| 4- Gg ou Gj -+■ Gj suivant que le point à partir 
duquel on porte la longueur sera marqué sur la droite ou sera 
arbitrairement pris sur la droite. 

Avec l'équerre, on peut faire les mêmes opérations R^, Rj 
qu'avec la règle et, en outre; l<*mettre un côté de l'équerre en 
contact avec le bord de la règle, ou inversement; c'est l'opé- 
ration E*; 2® faire glisser l'équerre sur la règle jusqu'à ce 
qu'un côté passe par un point marqué ; c'est l'opération^Ea,. 

Toute construction géométrique se traduira par un résultat : 
n^R^ ■+• njRj + nfi^ + n^G^ -f- n^ G3 -4- n^ E^ 4- n^E^; n,, Wj. etc. 
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représentanl le nombre d'opérations élémentaires R^, R,, etc., 
qui ont été effectuées. Nous admettons que toutes les opéra- 
tions élémentaires R^, R^, C^, C,, etc., sont également simples. 
Nous prenons cette simplicité pour unité; de sorte que nous 
appellerons coefficient de simplicité ou, pour abréger : simpli- 
cité^ le nombre n^ + rig + nj -4- n^ H- n^ 4- rig -f- n^^ 

n est clair que notre hypothèse de Tégale simplicité 
des opérations élémentaires peut être contestée, mais la 
réflexion montre qu'elle se justifie, en ayant égard au degré 
d'approximation qui est daiis l'essence même du problème, 
puisque nous négligeons les longueurs décrites, l'échelle, etc. 

Nous allons indiquer, sans détails, le résultat et la simplicité 
des opérations principales qui servent à efTectuer toute con- 
struction et nous passerons à l'application que nous avons en 
vue. 

Par un point B, donné sur une droite BG, mener une droite qui 
fasse f avec BG, un angle égal à, un angle donne DAE. 

Par unpoint donnée pris hors d'une droite BG, mener une paral- 
lèle à cette droite. 

Pour chacune de ces deux constructions on trouve : Résultat 
2R1 4- Ra + 5Gi 4- 3G3. Simplicité : 1 1. 

Mener une perpendiculaire à une droite en son milieu, ou trouver 
le milieu d'une droite donnée. 

Résultat : 2Ri 4- R^ -f- 2Gt + 2G3. Simplicité : 7. 

Décrire un cercle sur une droite donnée comme diamètre. 

Résultat: 2R1 4- Rj 4- 4G1 4- SGg. Simplicité: 10» 

Par un point pris 3ur une droite, ou hors d'une droite, mener une 
perpendiculaire à cette droite. 

Résultat: 2R1 4- R^ 4- 3Gi 4- 3G3; simplicité: 9. 

Elever une perpendiculaire à l'extrémité A d'une droite AB, qu*on 
ne peut prolonger. 

Résultat : 4R1 4- 2R2 4- G^ 4- G, ; simplicité : 8. 

Gette construction, indiquée pour un cas particulier, est un 
peu plus simple que la construclion indiquée pour le cas 
général, il semble donc qu'il serait bon de l'adopter, même 
quand la droite AB peut être prolongée au delà de A. 

/° Trouver le centre d'une circonférence passant par trois 
points; 2^ tracer cette circonférence. . . 
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i^ Résultat: 4R1 4- 2R, h- SCj -h 2G3; simplicité: 12. 

2« Résultat : 4R1 4- 2R, 4- SG^ 4- SC^; simplicité : i5. 

Diviser en deux parties égahs : P un angle donné; 2^ un arc 
de cercle donné. 

1® Résultat : 2R1 4- R, 4- 3i\ 4- SCj; simplicité : 9. 

2® Résultat : 2R1 4- Ra 4- 2C1 4- 2C3 ; simplicité : 7. 

Mener y en un point A pris sur une circonférence^ une tangente à 
cette circonférence. 

Résultat: 6R, 4- SRj 4- C^ 4- G,; simplicité : 1 1. 

Mener, par un point extérieur, les deux tangentes à une circon- 
férence. 

Résultat: 6R1 4- SRj 4- 40^ 4- SG,; simplicité: 16. 
- Inscrire: 1^ une circonférence dam un tîiangle donné; 2^ les 
quatre circonférences tangentes aux trois côtés. 

1® Résultat: ôR^ 4- 3R, 4- 11 G^ 4- loG,; simplicité: 3o. 

2<» Résultat: iSR^ 4- 9R2 4- 28G1 4- 24G5; simplicité: 79. 

Décrire, sur une droite donnée AB, un segment capable d'un angle 
donné. 

Résultat: ôR^ 4- 3Ra 4- loUi 4- 7G3; simplicité : 26. 

Diviser en moyenne et extrême raison une droite donnée. 

Résultat: SR^ 4- 4Ra 4- 80^ 4- 6G3; simplicité: 26. 

Diviser une droite AP ; 1"^ en ç parties proportionnelles à des 
droites données n^, 112... Up/ 2°en p parties égales; 3** prendre la 
^^""^ partie de AB. 

1« Résultat : (2p4-i)Ri4-(p4- i)Ra4-(5/)4-i)GA4-(3p4-i)G3 ; 
simplicité : i ip 4- 4. 

2« Résultat : 5Ri 4- 3R2 4- SG^ 4- (2/i 4- ^Gg; simplicité: 
2jo 4-17. 

3« Résultat : SR^ 4- 3R, 4- {p 4- 6)Gi 4- 3G3; simplicité : 

i)4- 17. 

Remarque. — Pour certaines valeurs particulières de p, des 
constructions spéciales peuvent êlre plus simples; par exemple, 
si p == 2"*, il est facile de voir que la construction se simplifie. 

Construire la quatrième proportionnelle à trois droites données. 

Résultat : 2uRi 4- SR, 4- 14G, 4--6G8; simplicités 25. 

Construire la moyenne propor^tionnelle entre deux longueurs 

données. 

• - - — — 

Résultat: ôRj 4- 4K2 4- ijCi 4- 60^; simplicité; 27. 
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Déterminer un point donné par ses coordonnées cartésie7ine8 x, y 
7'elatives à deux axes donnés. 

Résultat: loCj -+- 4C3; simplicité: 14. 

Déterminer unpoint donné 4^ par ses coordonnées normalesct, p, y 
par rapporta un triangle de référence ABC; 3® par ses coor- 
données polaires (ù et p ; 5^ par ses coordonnées biangulaires u>, w', 
4® par ses coordonnées bipolaires p, p'. 

i° Résultat; 20R1 4- loRa -h i5Gi -1- 8G3; simplicité: 53. 

2« — 2R4 + Rj 4- 8C1 + 4G3; — i5. 

3* ~ 4R4 4- 2R2 4- loGi -H 6C3; — 22. 

i' — 6Gi + 2G8; — 8. 

Il va sans dire que nous traçons dans chaque construction 
le plus petit nombre possible de lignes, en utilisant, quand 
cela se peut, celles qui sont déjà tracées. /^ suivre») 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche. 

(Suite, voir, p. 27 J.) 



89. — Vérifier Tidentité : 

(b H- c)bc (a 4- c)ac (a 4- b)ab , 

4- r^ — 77 — - — r- 4- 7-^ rrr ^ û 4- 6 4- C • 



(b—a){c — a) (c — b){a—b) {a-'C){b — c) 

90. — Û, û' étant les points de Brocard du triangle ABC, 
0, R le centre et le rayon du cercle circonscrit, 6 l'angle de 
Brocard, Ra, Oa,... RL, Oa,... le rayon et le centre des cercles 
circonscrits aux triangles : QBG,... Û'BC,... vérifier les 
relations : 

i° RaRbRc -= RXRc = R'; 

2- RaRc = RftRL = RcRb -= R^ 

.^ 00, 00, 00, ooi oo; oo; 3 , ^ 

a oc a b c 2 

. 00,4-00; 006 + 00; 00,4-00; . ^ 

40 =: = =z COtg &• 

a b b 
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^ T^ ûf _ r a 

On a Ba = :— TT- • -Ba 



2 sin C ^ sin B 

00a = — (2 cotg c + colg A K . . 

00a = — (2 colg B 4- colg A). . . 

91. — On projette un point quelconque M du plan d'un 
triangle en A', B', G' sur les côtés de ce triangle ABC. De A, 
on abaisse une perpendiculaire sur B'C, de B une perpendi- 
culaire sur A'C; de G, une perpendiculaire sur A'B'. Ces trois 
perpendiculaires se coupent en un point inverse de M. dans 
ABC. 

92. — Calculer les angles X, (jl, v que font entre elles les 
symédianes d'un triangle quelconque ABC ; et, 6 désignant 
l'angle de Brocard de ce triangle, démontrer la relation ; 

cotg X + cotg [/, 4- cotg V = cotg 26 + 2 tg ô. 

On peut appliquer les formules de rexercice n» 87 en y faisant : 

a h , c , 

cr=-ig^, ?/ = - tg 0, r = - tg 6 ; 

A i£ ^ 

et, après quelques transformations, on trouve : 

2 cotg e cotg X = I -H 2 cotg B cotg G + cotg* A, 
2 cotg 6 cotg jji = I -h 2 cotg A cotg G + cotg» B, 
2 cotg 9 cotg V = I -h 2 cotg B cotg A -H cotg^^ C ; 

d'où, par addition, 

<îotg X -H cotg |x + cotg V = — (5 + \^ cotg* A j, 

tsô 
^ A- (5 ^- cotg* 6 - 2), 

2 
= cotg 26 H- 2 tg 6. 

93. — Un quadrilatère ABGD est inscrit à un cercle 0; 
ses diagonales se coupent en F. I<* Trouver le rapport de la sur- 
face du parallélogramme qui a pour sommets les centres des 
cercles circonscrits aux triangles ABF, ADF, BCF, GDF, et 
de la surface du quadrilatère ABGD ; 2® démontrer que 0, F, 
et le centre du parallélogramme considéré plus haut, sont 
trois points en ligne droite, équidistants. 

94. — Démontrer que : 

A , B , G /A B , C\ 

2 cotg 6 s: cotg — cotg — cotg f tg — h tg — H tg — j > 

2 2 2\2 2 2/ 
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A, B, C désignant les angles d'un triangle, pour lequel Tangle 
de Brocard est égal à 6. 

95. — Démontrer que, dans tout triangle, l'expression 
séc C[ac(cos B cos C — 2 cos A) -H fcc(cos A cos G — 2 cos B) 

+ 06(4 — cos* C] 
est symétrique par rapport aux lettres a, b, c, A, B, C. 

Cette expression, après tranformation, devient 

6S cotg 8, 
ô, désignant Tangle de Brocard de ABC. 

96. — a, b, c étant des angles quelconques, vérifier que 

sin 3^/ 



^Ê^ .<in a 



(cos a — cos b)[Cos a — cos c) 



; = 4- 



97. — Soient ABC un triangle quelconque, AH une hauteur, 
H' le conjugué harmonique de H par rapport à BG. Posons 
H'AH = a; et soient p, y les angles analogues. Démontrer les 
relations ; 

colg a + cotg S + cotg Y = o, 
tg A . cotg a 4- tg B cotg (3 + tg G cotg y = o. 

AH 

^^ ^ '''^ « = ÏTbThb ' 



HC — HB 



d'où cotg a = - (tg B — tg C) , etc. 

2 

98. — Résoudre l'équation : 

{x -\- a -h by = x^ -h a^ -h b"\ 

On fait tout passer dans le premier membre, et Ton observe que 

{x -\-a -\~ b]'^ — X' — o^ — b% 
est divisible par {x + a) [x-h b) {a + b) ce qui fournit les deux racines 

X = — a X =. — 6; 
Or, l'équation proposée est du quatrième degré; cette remarque rabaisse 

au deuxième. Les deux auties racines satisfont k Téquation : 

. a?'* + (a -H 6) a? -h o^ -h a6 + ^3 :— o^ 

(A suivre,) 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. Lemoine, la lettre suivante. 

Mon cher Ami, 

Dans le numéro de Novembre de votre intéressant Journal 
de Mathématiques élémentaires, vous donnez un extrait d'une 
lettre de M. A. Poulain, sur la confusion qui a régné dans la 
«péct/îcaftondes deux pointsde Brocard. Permettez-moi d'ajouter 
quelques mots aux observations que vous avez faites à ce sujet. 

Je crois, comme vous, que la spécification est très facile, 
même de plusieurs façons, également bonnes ; pourvu que Ton 
s'entende sur le point de départ. 

Il n'y a pas de différence spécifique entre les points de Bro- 
card, si on les trace dans un triangle oii l'on ne met pas de 
lettres aux sommets. En d'autres termes, si, tournant par exem* 
pie dans le sens des aiguilles d'une montre, on considère le 
triangle dont on note les sommets A, B, G, on a deux points 
de Brocard et si, dans ce même triangle, laissant son nom 
au sommet A, on permute les lettres placées aux deux autres 
sommets, on aura encore les deux mêmes poiuts de Brocard; 
mais le point qui était le point direct dans la première nota- 
tion est devenue le point rétrograde dans la seconde. 

Donc, par la convention suivante, les deux points sont net- 
tements spécifiés, sans ambiguïté possible. 

Si l'on a un triangle ABC, pris pour triangle de référence^ le 

b c a 
point dont les coordonnées normales sont — » -» r est appelé point 

direct de Brocard; ses coordonnées barycentriques sont -; ' -7 ' tt ; 

c*est le point négatif de M. Simmons et le second jpom/ de Af "'^ Scott, 
La convention contraire pourrait, tout aussi bien, être faite; 
le seul avantage de celle-ci, c'est qu'elle paraît maintenant à 
peu près adoptée, que les conventions ont été établies (voir 
Journal de Mathématiques élémentaires 1888, p. 5S) dans un 
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article spécialement fait pour mettre les diverses dénominations 
en correspondance et qu'un nouveau changement ne pourrait 
qu'embrouiller la question, au point de vue pratique. 
Bien cordialement à vous. 

Nous ferons d'abord observer, en répondant & la lettre que l'on vient 
de lire, qull n'y a pas lieu d^être surpris de la confusion qui règne dans 
le langage de la nouvelle Géométrie ; cette confusion des termes était, 
malheureusement, inévitable dans une science créée par des auteurs 
si nombreux, écrivant en des lieux si divers. Mais, c'est le devoir de ceux 
qui s'y intéressent de proposer, pendant qu'il en est temps encore, les 
meilleures réformes pour dissiper ou, tout au moins, diminuer Fobscurité 
et Tambiguïté de certaines expressions. 

Je ne crois pas que le seul fait d'un changement puisse rendre la 
situation plus embrouillée, comme paraît le redouter M. Lemoine; si, 
comme je le crois, la réforme proposée a pour effet de jeter un peu plus 
de clarté dans une question encore obscure. Les mois point direct ou point 
négatif qui ont été proposés pour différentier les deux points de Brocard, 
n'ont, à mon avis, aucun sens ; et je ne crois pas que ces dénominations 
soient celles qui prévaudront un jour, dans les livres et dans l'enseigne- 
ment. Si Ton adopte les coordonnées barycentriques, pour écrire la 
Géométrie du triangle (et tous ceux qui ont pénétré dans cette Géométrie 
savent qu'il y a, à ce choix, plus d'une bonne raison), les points de 

Brocard se déduisent du point i» t^j -5 par la permutation circulaire 

des lettres; et c'est là, vraiment, le fond de Tidée Brocardienne. Alors, il 

ne subsiste aucun doute sur la dénomination qu'il faut adopter, —> 

— , —doit être appelé le premier point de Brocard; —, —, —, le second: 
c^ a* x-jT x- x- 7 ^a Q% 5a » 

comme je l'ai dit (loc. cit») et comme Tavait proposé M"* Scott. 

G. L. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES (1887), 



AMIENS 

11 juillet. — I. Gomment détermine-t-on l'époque d'une solstice et 
l'obliquité de l'écliptique? 

II. Un tétraèdre BABG satisfait aux conditions suivantes : 1* le trièdro 
D a pour faces trois angles droits ; 2<* les deux arêtes opposées AB, GD, 
sont respectivement égales à a et 6 ; 3« le trièdre AB a une valeur donnée 
a. Galciûer les longueurs a; et ^ des deux arêtes DA, DB. Discuter. 

LILLE 

15 Juillet. ~ I. Démontrer que si une fraction a ses deux termes 
premiers entre eux, toute fraction équivalente a pour termes des équi- 
multiples de ceux de la première. 
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II. Par un point P pris à rintérieur d'un cercle de rayon R, à une 
distance du centre OP =» a, on mène deux cordes rectangulaires AB, 
CD, dont la première fait avec OP l'angle OPB = x. On demande : 1* d^éva- 
luer les longueurs des deux cordes ; 2* de déterminer l'angle x pour 
lequel la somme des deux cordes a une longueur donnée %m. — Condi- 
tion de possibilité. 

16 Juillet. ~ I. Construire Tangle de deux droites données par leurs 
projections. {Géométrie deicHpUve). 

II. Dans un triangle rectangle ABC, on connaît le côté BA = c et 
Tangle BCM = a (M étant le milieu du côté BA). — Résoudre et discuter, 
en prenant pour inconnoe le second côté CA de l'angle droit. 

18 Juillet. — I. Ëtablir a priori qu^entre les trois côtés et les trois 
angles d'un triangle quelconque il ne peut exister que trois relations 
distinctes. Faire Yoir que les trois relations : 

abc 

-r—r = -r-^ = ^— p?, A + B + G = l8o% 

sm A sm B sm C 
entraînent comme conséquence les suivantes : 

a = b cos c-{- c cos B: 
o* = 6* + c» — 26c cos A. 
II. Un point M, placé sur une ellipse donnée, à une distance MF = r 
de l'un des foyers, F, est sollicité par deux forces représentées en gran- 
deur et en direction par la normale MN et la tangente MT, limitées au 
grand axe. 1* Trouver la grandeur delà résultante; Z*> déterminer le rayon 
r de manière que cette résultante passe au sommet A, et calculer la 
résultante dans ce cas. 

19 Juillet. — I. On donne une circonférence de rayon R, et on con- 
sidère un parallélogramme ABCD circonscrit. Démontrer que le parallé- 
logramme ABGD est un iDsange et établir en second lieu qu'on a la relation : 



AC* BD' 4R* 
II. La balance romaine. Expliquer sa graduation. 



QUESTION 258 

Solution, par MM. J. Chapron, à Bragelogne et Ignacio Bbtens, 

capitaine du Génie, & Cadix. 



Etant donné un quadrilatère inscriptible ABCD, on en déduit 
deux autres, ABEF, ABGH, tels que ADH, AEG, AFG, BCG, 
BFD, BEH, soient six lignes droites. Cela posé : 1^ si Vun de 
ceux-ci est inscriptible, Vautre Vest également, et les côtés CD, 
EF, GH sont parallèles; 2^ si Vun des côlésEF, GH est parai- 
lèleàCD, Vautre Vest également, e/ ABEF, ABGH sont inscriptibles. 

Remarque. Dans V hexagone DFECGH ; /« Us côtés DF, GC 
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et Ut diagonale HE, concourent en un point B : 2® les cotés CE, 
HD, et la diagonale GF, concourent en un point k\ 3^ les côtés 
EF, Gll sont parallèles à la diagonale CD. (E. Catalan). 

Supposons le quadrilatère ABEF înscriptible; alors Tangle 
ABF, ou ABD, égal à l'angle AGD, Test aussi à Tangle AEF. 
EF est donc parallèle à CD. Prouvons que le quadrilatère 
ABGH est inscriptible. 

AGB = (tt - ABC) - BÏG = ADC - (BAG^-f- EÀF), 
= ADC - BDC - EAF = ADB - BAF. 

De même, AHB =■- ACB - EBÎ\ 

Les angles AHB^ 

AGB sont donc 
égaux, et le qua- 
drilatère ABGH 
inscriptible. 

L'angle BGH 
étant égal au sup- 
plément de BAH, 
on peut dire que les 
angles BCD, BGH 
sont égaux; CD, GH 

sonldoncparallèles 
Rédproquemejit, si EF est parallèle à CD, on a 

ÏÊP = ACD =^BD = AEF: 
le quadrilatère ABEF est donc inscriptible. Ce point établi, on 
prouve, comme plus haut, que le quadrilatère ABGH est aussi 
inscriptible; de là, résulte le parallélisme des droites CD, GH, 

Nota. — Nous avons reçu également une très bonne solution de cette 
question par M. Henry Galopeau, étudiant à Bordeaux. 




QUESTION 263 

Solution par M. Ignacio Betens, capitaine du Génie à Cadix. 



Dans le triangle rectangle ABC, on abaisse la perpendiculaire 
AD sur Vhypoténuse BC, e/, par le point.? milieu deBC, on élèée 
la perpendiculaire PEF qui rencontre AG en E et AB en F. Si 
Uon désigne par h la hauteur AD, par rj, r„ p^, p, les rayons des 
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2« 



cercles inscrits aux triangles ABD, ACD, BPF, CPE, et par r, R 

les rayons du cercle inscrit et celui du cercle circonscrit au triangle 

ABC, montrer que Von a : 

r» 



(1) 



TiPi = r,p, = - ; 



(2) ^ 7^-^= 2î 

Pi 9% 

(3) RT,r, - h«p,p,. 

(G. Russo.) 

Nous désignerons par a, 6, c les longueurs des côtés BG, 
CA, AB. 
1^ Les triangles semblables ABD, PBF donnent 

£! 

(af-l = - = — 
Pi a a* 



r, 2(6* H- «;*) 



= 2; 



De même ~ = — -- > 

p, a« 

et, par suite, 

d^ p, a 

c'est la formule (2). 
2** D'autre part, le triangle ABD rectangle donne 

c* bc 

AD + BD - AB â "^ a "" ^ c(6 -t- c 




-t- c— a) 



'1 — 
Mais on a 


2 




2 

2r = i -H C — 0, 


et, par suite. 






rc 

^* = :; î 

a 


ou, en tenant 


compte 


de (a). 






Pi 


rc . ^ ra 

= — . a* : 2C* = — 

a 2C 


On a donc 
et, de même, 






r« 

riPi = ^. 

r* 



2a 
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Les formules (1) sont donc démontrées. 
3^ De ces formules et des égalités : 



ra ra 

>% = 



^'^Tc' P* = ^' 



on déduit 4pip8 = 

et a%r^ = 4pipi^c,. 

Mais ah = bc^ et 2R =; a. Donc, finalement, 

c'est la formule (3). 

Nota. — Solutions analogaes par MM. Tabbô GeUn, professeur au col- 
lège [Saint^Quirin, à Huy (Belgique); Mineur, élèye au lycée de Dijon; 
Henry Galopeau, étudiant à Bordeaux. 



QUESTION 264 

Solation par MM. A. Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche, 

eti. Beyens, capitaine du Génie à Cadix. 



En posant, comme d' habitude ^ C„.p = -^ l * 

^ 1 . 2 . 3 . . . p 

démontrer que 

A = 2Cn,p 4- (4n + 9)Cn,,r-l H- (2n + 5)Un,p_2 = «(2p -h i). 

(Catalan.) 

On a, par une formule connue : 

_ n-p + 2 ^ 

_ (n - pH- i)(n~ p + 2) 
^«>P - p(p - ,) "^-'P-^^ 

et, par suite, 
. ^ 2(n— p-Hi )(n— p-h2)+p(4n+9)(n— p-i-2)4-(2n+5 )p(p— i ) 

p(p - i) 

Développons le numérateur et décomposons-le en facteurs. 

Il vient : 

(n 4- i)(2n - p +4)(2p H- i) 
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p étant premier avec 2p + i , A est toujours multiple de 2p + i . 

Remarque. — Quand p est premier avec 2(n + 2), Â étant 
entier, p divise Gn+i.|>_i ; et alors A est divisible par (2n— p -h 4). 

QUESTION 268 

ëolntion par M. G. Russo, & Gatanzaro. 



Dans tout polygone régulier de n côtés^ inscrit à un cercle de 
rayon R, d Von désigne par a le côté du polygone et par S^, 8^, 
^«••* ^3 les diagonales menées (fun sommet à tous les autres, on 
a la relation : 

aî + 8i + Si -H . . . 4- 8L3 = 2(nR« - a»). 

(E. Vigarié.) 

Nous avons démontré (voir J. de M. E., 2« série, 9® année, 
p. 284 et 285) que : si VonaunpolygonerégulitrdeviCÔtés^inscrit 
à un cercle, la somme des carrés des distances d'un point P de 
son plan à ses différents sommets, est constante^ pour tous les points 
de la circonférence concentriqne à la circonférence donnée, ayant 
pour rayon OP. 

D'après cela, soit OP = r, et soit R le rayon de la circonfé- 
rence donnée; 81,8,, ... 8» désignant les distances de P aux 
sommets du polygone, nous avons : 

S8j =(R« + r*). 

Si nous supposons, maintenant, r= R; alors, des distances 
81, . . . 8«, deux deviennent égales à a' ; uùe autre, est nulle; et 
toutes les autres sont les diagonales du polygone donné. On 
a donc : 

81 -h 8| -h 8i + ... 4- 8L3 -4- 20» = 2nRS 
d'où 

8f + 8| -H 8i + . . • + 8j_3 + 2(wR" - 0"). 

Nota. — Démonstrations directes par MM. A, Boutin, professeur au 
collège de Gourdemanche; Tabbé Reboul, licencié ès-sciences mathé- 
matiques. ; I, Beyens, capitaine du Génie, à Cadix. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



304. — Soient le centre du cercle ciroonscrit au triangle 
ABCy et I, la, Iby Ic) l6S centres du cercle inscrit et des cercles 
exinscrits. 

On prend sur les côtés BÂ, GA, vers le sommet A, les lon- 
gueurs BB' = ce = BC, et aussi, dans la direction opposée, 
BB' = GG' = BC. Gela posé : 

10 Les droites B'C', B"G\ B'G% B''G' sont respectivement 
perpendiculaires aux droites 01, 01», Olb, Ole; 

2^ Les rayons des cercles circonscrits aux triangles AB'C', 
AB"G', AB'G% AB'G' sont respectivement égaux à 01, Ola, 
Olb, Ole. (J. Neubet^g.) 

Le premier cas du ^ m*a été communiqué par M. A. Gob. (J. N.). 

305. — Par les milieux A^ B', G' des côtés d'un triangle 
quelconque ABC, on mène les symétriques de BG, GA, AB, 
par rapport à une direction donnée. Ges trois droites concou- 
rent en un point du cercle des neuf points du triangle ABG. 

(Em. Lemoine.) 

ERRATUM (*) 

La question 279, (année 1888, pp. 96 et 120), doit être corrigée ainsi : 
Au 3», lire : 
S cos 3A cos» (B — C) + 3 cos (A — B) cos (B — G) cos (G - A) 
— cos 3A cos 3B cos 3G — i = o. 

(*) Communiqué par M. Lavieuvilie. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. G« de IiOii|;eliAnip«« 

(5ui<e, voir p. 5.) 



VCr 



109. Déterminer la nature de la trajectoire du 
but mobile. — Soient : 0, le centre de la batterie ;0', un poste 
d'observation, aussi rapproché de qu'on le voudra; M, le 
point mobile qu'on veut observer. Ayant relevé, avec la 
fausse équerre, 

rangle MOO', ^ 

jalonne, par un 
retour d'é- 
querre, la ligne 
OZ telle que 

zo(7= MÔo'; 

le prolonge- 
ment de MO' 
rencontre OZ 
en un certain 
point [JL. Si [JL 
semeutsurune 
droite 8 ; M est, 
lui-même, mo- 
bile sur une 
droite D. 

Plus généralement, bien que cette dernière remarque n'ait 
aucun intérêt pratique, les points M, ;x, se correspondant homo- 
logiquement, décrivent deux courbes de même ordre. 

Mais il fjut, c'est toujours le point délicat dans ces sortes 
de problêmes, déterminer la distance du point fixe au point 
mobile. Nous supposerons, dans ce qui suit, que le déplacement 
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du but ait lieu en ligne droite; c'est ce qui se produit le plus 
ordinairement et ce cas offre, seul, assez de simplicité et 
d'intérêt, pour être examiné ici. 

110. La distance au but mobile. — Pour évaluer, 
rapidement, la distance OM, observons d'abord que les quatre 
points 0", {JL, 0', M forment une ponctuelle harmonique; il en 
est de même de la ponctuelle formée par leurs projections 0, 
P» 0', Q, sur OX. Nous avons donc 

2 I I 

r 4- 



00' OP OQ 
ou, en remplaçant, dans cette relation homogène, 00', OP, 
OQ par des longueurs proportionnelles OR, 0(x, OM, 

112 

(1) 7^ + 



0^ OM OR 

On imaginera donc un cordeau divisé, fixé en 0, à Tune de 
ses extrémités; un observateur se déplace, en même temps que 
M, de façon à rester sur la ligne MO' et sur la droite 8 qui cor- 
respond à celle sur laquelle se déplace M, droite déterminée 
par deux observations particulières. Cet observateur n'a plus 
qu'à lire, sur le cordeau, la distance Oijl; puis, un aide calcule 
M, d'après la formule (1); s'il possède une table des inverse s, le 
calcul peut être fait, mentalement, avec la plus grande rapidité. 

Le cas particulier où le but mobile M se dirige en ligne 
droite vers le point mérite d'être signalé. Dans ce cas, OZ 
est une droite fixe, et l'observateur [jl n'a qu'à se transporter 
sur OZ, en restant en ligne droite avec le jalon fixé en 0', d'une 
part, et le but mobile, d'autre part. 

111, L'ouverture du feu. — Imaginons qu'un vaisseau 
eunemi M, soit en vue du point 0, centre d'une batterie ; on 
connaît la portée maxima h, des pièces à feu de cette bat- 
terie, et l'on voudrait savoir d'abord si le bâtiment observé 
s'avance à portée du tir; on veut aussi, dans ce cas, détermi- 
aer le moment favorable à l'ouverture du feu, de façon à sur- 
prendre le vaisseau à l'instant précis où les projectiles peu- 
vent le toucher. 

Nous distinguerons différents cas; suivant que la trajectoire 
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rectiligne suivie par M est dirigée versO, ouest parallèle à la 
côte^ ou, enfin, est quelconque. 

1" Lelongdela plagejalonnons une droite OZ sur laquelle nous 
établissons, en 0', un poste d'observation. Prenons, par un retour 
de la fausse équerre, comme 
nous l'avons fait à plusieurs 
reprises, l'alignement OX, 
symétrique de OM par rap- 
port à OZ. Soit [L le point 
de rencontre de OX avec le 
prolongement de MO'. Com- 
me nous Tavons remarqué 
tout à rheure, nous avons 

1 I 2 

ÔM "^ÔJI ^ ÔR' 
Soit M la position du bâ- 
timent au moment où il 
pénètre dans le champ de 
tir ; on a OM = /i. La rela- 
tion précédente permet de 




JB- 



Fig. 290. 



calculer 0(x. Un observateur placé en ^ attend le moment 
ou le point mobile vient se placer sur le prolongement de [xO' ; 
et, à cet instant môme, donne le signal convenu. 

Les constructions nécessaires, si grande que soit la distance 
A, peuvent se faire dans le voisinage de 0; puisque la base 
00', étant arbitraire, peut être choisie aussi petite que l'exi- 
gera le terrain sur lequel on peut opérer. 

Le problème devient plus difficile, lorsque la trajectoire 
suivie par le vaisseau qu'on observe est une ligne droite A ne 
renfermant pas le centre de la batterie ; tel serait le cas d'un 
bâtiment passant au large, ou croisant à distance, pour se 
livrer à certaines observations. Il faut alors déterminer la 
distance de à A, et savoir si cette longueur est, ou n'est pas 
inférieure à h. Puis, dans le cas où le bâtiment s'approche suf- 
fisamment de 0, pour rendre le tir efficace, on peut demander 
quel est le moment précis où doit s'ouvrir le feu de la batterie, 
sans qu'il soit nécessaire d'effectuer des tentatives qui, si elles 
étaient vaines, instruiraient, trop tôt, l'ennemi de la position 
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qu'il doit conserver et de la distance à laquelle il doit se 
maintenir pour rester hors de la portée de la batterie. 
2*» Nous supposerons d*abord que le bâtiment observé M se 

^ meut parallèlement à 

.^^lig^ -. une ligne OZ tracée sur 

le rivage. 

Mais on doit se de- 
mander, avant tout. 



comment onpourra véri- 
fier que cette condition * 
se trouve réalisée. 

A cet effet, considé- 
rons le point [A qui cor- 
respond à M, dans la 
transformation homo- 
Fig, %9U logique imaginée précé- 

demment. Nous répétons, pour éviter toute confusion, que les 
poiuts M, fx sont en ligne droite avec un point fixe 0^ et que 00' 
est, à chaque instant, la bissectrice de MO{j.. On sait que, dans 
cette transformation, à une droite correspond une autre droite; 
c'est un principe que nous avons déjà utilisé. Mais onsaitaussi : 
1® que deux droites correspondantes se coupent toujours sur 
Taxe d'homologie, droite perpendiculaire à 00', au point 0; 
2® que deux droites correspondantes coupent 00' en deux 
points qui divisent harmoniquement ce segment. En particu- 
lier, si Tun d'eux est à l'infini, le point correspondant coïn- 
cide avec le milieu de 00'. 

Imaginons donc, pour donner à la solution présente un 
caractère vraiment pratique, un miroir, de dimensions suffi- 
santes,placé en 0, dans un plan perpendiculaire à OZ. Un obser- 
vateur cherche à voir, dans le miroir, le bâtiment observé M ; 
soit (x la position qu'il occupe à cet instant. Un jalon étant 
fixé, en 0", au milieu de 00', il se déplace de façon à ne pas 
perdre de vue l'image de M. Si la trajectoire décrite par cet 
observateur est une droite passant par 0'', c'est que M est 
mobile sur une droite MI parallèle à OZ. 
Il nous reste à calculer la distance 01 du point , à la droi te MI . 
Élevons O'R perpendiculairement à OZ ; soit R le point de 
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rencontre de O'R avec 0(x. Comme nous l'avons déjà observé, 

I I 2 

ôr' 



on a 



Ou. "^ OM 



D'ailleurs, les droites OR, OM étant également inclinées 
sur OZ, leurs projections sur des perpendiculaires à OZ sont 
proportionnelles et comme la relation précédente est homo- 
gène, nous avons 



ou 



(jt.H 
I 

Ôî 



MK 

2 

ÔR 



O'R 

I 

[/.H 



Cette égalité permet de calculer 01; immédiatement, si Ton 
possède une table des inverses ; très simplement, dans tous 
les cas. On saura donc si 01 est inférieur à la portée maxima 
des pièces, et si, par conséquent, on doit faire les préparatifs 
nécessaires pour ouvrir le feu, au moment où M passe en I. 
On observera, d'ailleurs, que la ligne de visée 01 est perpendi- 
culaire à OZ, et que la longueur de la ligne de tir est connue : 
c'est la quantité 01, calculée comme il vient d'être dit. 

3® Supposons que la trajectoire suivie par M soit une droite 
quelconque A, rencontrant la ligne 00' en P, point inconnu, 
bien entendu, et que nous pouvons supposer très éloigné de 0. 

L'expérience étant disposée comme nous l'avons indiqué 
toutàrheure,rob 
servateur |jl, mo- 
bile avec M, décrit, 
sur le rivage, une 
trajectoire rectili 
gne {xO " ; cette droi- 
te, comme nous 
l'avons dit, va 
rencontrer A en un 
pointQ situé sur la 
perpendiculaire 
élevée, en O, a 00'. 
Imaginons la per- ^^' ^^^* 

pendiculaire OH abaissée de sur A: nous voulons d'abord 
évaluer OH. 
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Le triangle rectangle POQ donne 
(1) ^ = ÔP-" 



OH* OP* ■ OQ' 
La longueur OP se calcule en observant que la ponctuelle 
0, 0', 0", P est harmonique. Donc 

m JL-Jl L_ 

^' OP 00' 00' 

Quanta OQ, les triangles semblables OQO', K(<.0' prouvent que 

00' 
(3) OQ = Ki*.^. 

Les égalités (1), (2), (3) résolvent la question posée; si la lon- 
gueur OH, calculée par ces formules, est plus petite que la 
portée maxima des pièces, il sera possible, à la batterie 
placée en 0, de diriger ses feux sur le bâtiment observé. Mais 
il reste à déterminer le moment oii le feu doit s'ouvrir et celui 
où il doit cesser; c'est-à-dire les deux instants où M est, sur 
sa trajectoire A, à une distance de égale à la portée maximal. 
Ayant calculé OP, OQ, comme il a été dit, prenons, swr la 
perpendiculaire élevée, en 0', à 00', une longueur O'R telle que 

.OQ 



O'R = 00' 



OP 



/3C 



ftr - 






La droite OZ, perpendiculaire à ORL, passe par la projection 

de sur PQ ; c'est 
la ligne de tir la 
plus favorable. 

D'autre part, 
abaissons O'h per- 
pendiculaire sur 
OR; et, avec un 
cordeau fixé en C, 
bien tendu, et 
dont la longueur 
est calculée par la 
formule 

Cm = O'vn! 

= om25. 

O'/i 

Fig. m. (OM = h) 

déterminons, sur OR, les points m, m; la ligne de tir, pour 
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l'ouverture du feu, sera parallèle à O'm; et, pour la cessation 
du feu, parallèle à O'm'. 

Cette solution, basée sur la transformation homologique et sur 
lesprincipes élémentaires des figures semblables, est assez com- 
pliquée; il est bien probable qu'on en imaginera de plus simples. 

112. Les feux croisés. — Soient deux batteries instal- 
lées en A, B; on veut que leurs pièces aillent frapper un 
alignement CD de 
façon que les feux 
se croisent toujours 
sur cette droite ; 
pourtant, on sup- 
pose que le point 
qu'il faut atteindre 
n'est visible : ni de 
A, ni de B. La pro- 
priété que nous 
avons établie (Pre- 
mière par lie f § ^6) 
peut être utilisée 
pour résoudre la 
difficulté proposée. ^'^- ^^^• 

Ayant tracé à parallèlement à AB, on prendra, sur les seg- 
ments ay, 7,'y\ deux points p, p' tels que 




a(3 



'V 



ay 



les feux dirigés suivant Ap, Bp' se croiseront sur CD. Pour le 
démontrer, on peut s'appuyer sur la propriété rappelée; on 
peut aussi raisonner de la manière suivante. 

Les points p, p' décrivent, sur A, deux divisions homogra- 
phiques ; les droites homologues Ap, Bp' se coupent en un point 
dont le lieu géométrique est une conique. Mais, si p s'éloigne 
à l'infini, p', lui aussi, s'éloigne indéfiniment sur A; et les 
rayons homologues, dans ce cas, coïncident avec AB. La 
droite AB fait donc partie du lieu; par suite, celui-ci se com- 
pose de AB et d'une autre droite. Mais G et D font évidemment 
partie du lieu; par suite, Ap, Bp' se croisent sur CD. 
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Dans la pratique, on pourrait partager, au moyen d'un cor- 
deau quelconque, les intervalles a-f, n'y' en un même nombre 
de parties égales; en plaçant des piquets aux points obtenus, 
on devra viser, despoints A, B, ceux qui se correspondent. 

113. lies feux convergents. ^— Supposons que, dans 
le voisinage d'un point 0, on veuille disposer des pièces a feu 
dont le tir converge vers un point B, invisible mais que l'on 
sait exister, dans la di- 
rection OX, à une dis- 
tance /, de 0. 
Prenons sur OX un 

point arbitraire A ; puis, 

y'Z'_.'.~B'~ 8urOA,uQpointGtelque 

*^^ ÔÔ " ÔÂ " Â* 
Fig. S93. On observe que cette 

longueur OC se calcule rapidement en utilisant la table des 
inverses ; d'ailleurs, dans le cas actuel, on peut supposer 
qu'on a tout le loisir nécessaire pour faire le calcul fort simple 
qui correspond k cette formule. 

Cela fait, on jalonne deux droites i, A' perpendiculaires en 
0, A sur OA. On fixe sur i un julon eu M, point oîi l'on veut 
insl.JIor la pièce. Avec la fausse équerre, on relève l'angle 
MCO, et, par un retour d'équerre, on fixe 
sur A', en M', un jalon, de telle sorte que 
l'angle M'CA = MCO. Kn visant M', le tir 
de la pièce à feu placée en M seta dirigé 
vers le pointinvisible. 
' En effet, CX étant la bissectrice exté- 

rieure de MGM', MM' rencontre OX en 
un point B' qui forme avec M, D, M' une 
ponctuelle harmonique; mais, d'autre 
F'o. 8J6. part, d'après (1), 0, U, A, B est une 

ponctuelle harmonique : d'oîi l'on conclut que B se confond 
avecB. 

On p^u'. ainsi établir, sur les lignes A, A', autant de couples 
tels que M, M' que l'on voudra. 
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Si l'on préfère disposer les pièces en éventail, après avoir 
installé, comme le représente la figure 296, une pièce- en 0', 
avec A' pour point de mire, on répétera, avec O'A' pour base, 
la construction précédemment faite avec OA; puis, on la repro- 
duira, autant de fois que Ton voudra, en O'A', 0'"A'", etc.. 
On obtiendra ainsi, successivement, les lignes OA, O'A',..., 
qui concourent au but invisible B. 

Quant aux distances OB, O'B,... on les calcule par les for- 
mules : 

I _ 2 I 

ÛB ^ ÔÂ " ÔG' 

( 2 I 



O'B O'A' O'C 

• • > 

Dans la pratique, si les pièces ne sont pas très éloignées 

les unes des autres, on peut considérer les longueurs OB, 
O'B,.., comme sensiblement égales, et régler les hausses en 
conséquence. (^ suivre.) 



VARIÉTÉS 



SUR LA MESURE 

DE LA SIMPLICITÉ DANS LES TRACES GEOMETRIQUES 

Par M. E. Lemoine, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

(Suite et fin^ voir, p. 10.) 



Le point de Lemoine K, d'un triangle ABC, peut se construire 
d'un grand nombre de manières ; en général, il y adiflférentes 
façons d'arriverà un même résultatgraphique, parmi lesquelles 
les plus simples sont évidemment celles qui doivent être 
employées, à moins de circonstances particulières ; nous allons 
appliquer notre méthode à étudier la simplicité de diverses 
constructions du point de Lemoine, choisies parmi celles qui 
semblent les plus simples. 
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Première Construction. — Je me sers de la propriété sui- 
vante : les symédianes sont symétriques de la médiane par 
rapport à la bissectrice. 

De A,B,G, comme centres avec le même rayon je trace trois 
circonférences (op. 3Ci + SCj) ; au moyen de leurs intersec- 
tions je trace les médiatrices de deux côtés BC, GÂ. pour avoir 
leurs milieux A',B' (op. 4R1 + 2R,). Je trace AA',BB' qui se 
coupent en G (op. 4R14- 2Rj). En me servant des circonférences 
primitivement tracées je fais Tangle ABK = CBG et l'angle 
BÂKr= GAG(op.4R, + 2R, + 60^ + 2Gj), K estle point cherché. 

Résultat : 12R1 -h 6R, + 9G1 + 50,; simplicité; 32. 

Deuxième Gonstruction. — Je me sers de la propriété sui- 
vante : si A'B'G' est le triangle formé en menant les tangentes 
au cercle circonscrit aux points 'A,B,G ; AA' BB', GC con- 
courent au point K. 

De A,B,G comme centres avec un rayon quelconque je décris 
trois circonférences (op. BG^ h- 3G,). En dehors du triangle je 
fais rangle G'BA et l'angle CAB égaux à ABG (op. 4R1 + 2R, 
-+- 4G1 -h 2G,), je joins G(J' (op. 2R1 -t- R,). Je fais l'angle BGA' 
= GBA' qui est déjà sur la figure, puisque c'est l'angle formé 
par BG avec le prolongement de BG' et je joins AA' (op. SG^ 
-H G3 4- 4R1 + 2Rj): K est à l'intersection de GG'et de AA'. 

Résultat: loRi + SRj + loGi -4- 6G, ; simplicité: 3r. 

Troisième Gonstruction. — Elle dérive de cette proposition : la 
symédiane divise le côté sur lequel elle tombe dans le rapport 
des carrés des côtés adjacents. 

En A, j'élève une perpendiculaire à G A et je me sers, pour 
cela, d'un cercle décrit de A comme centre avec AB pour rayon, 
cercle qui coupe la perpendiculaire à CA en I (op. 4G1 H- BG, 
+ 2R1 + R,), je joins BI, CI (op. ^R^ + 2R,). J'abaisse AA' 
perpendiculaire sur Gi en utilisant le cercle déjà décrit de A 
comme centre avec AB pour rayon (op. 2R1 + Rj -h 2C1-1-2G,), 
par A' je mène une parallèle à BI qui coupe GB en A^ et je joins 
AAi c'est la symédiane partant de A(op.4Ri + 2Rj+ SG^ + SG,). 

Je trace, de même, une autre symédiane (op. 12R1 + ôR, 
4- iiGi + SGj). J'ai donc 

Résultat: 24R1 4- 12R, + 22G1 + lôG,; simplicité: 74. 
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Quatrième Construction. — J'utilise la propriété suivante : 
les distances de K aux trois côtés sont proportionnelles à ces 
côtés. 

Sur les trois côtés, en dehors du triangle, je détermine les 
sommets A', B', C des trois triangles équilatéraux BGA.', CAB', 
ACB' (op. 9G1 -h ôCj). Dès qu'un sommet, A' par exemple, a été 
obtenu et avant de m'occuper des autres, je mène une paral- 
lèle par A' au côté BG en utilisant, pour la construction de 
cette parallèle, le rayon BG de Touverture actuelle de compas, 
pour décrire de A comme centre avec ce rayon une circon- 
férence qui coupe en Aj la circonférence déjà décrite de B 
comme centre. Je joins AA^ ; c'est une parallèle à BC. Les trois 
constrctions de parallèles à BG, GA, AB menées par A', B', G' 
donnent (op. ôR^ -f- 3Ra + 3Gi 4- SGg). Ges trois parallèles 
forment le triangle AJifi^ et AA,» BBj, GC^ se coupent en K. 
Pour mener AA,, BB, c'est (op. 4R1 4- 2R2). J'ai donc. 

Résultat : loRi + 5Rj + 12G1 4- gC^; simplicité: 36. 

Je m'appuierai, pour donner une cinquième construction du 
point de Lemoine sur le théorème suivant que je n'ai vu nulle 
part malgré sa simplicité. 

Soient Ab et Ac les points ou la médiane partant de A dans le 
triangle ABG, est coupée par la médiatrice de AB et par la mé- 
diatrice de AG; GAc et BAb se coupent sur la symédiane partant 
de A. 

La démonstration n'offre aucune difficulté. 

Cinquième Gonstruction. — De A, B, G comme centres je 
décris trois circonférence de même r^yon au moyen desquelles 
je mène les trois médiatrices et les médianes AA', BB' (op. 
loRi 4- 5Rj| + 3Gi 4- 363); les médiatrices de GB et de AB 
coupent en Bc et B^ la médiane BB'. 

Je joins GAc, BA^ qui se coupent en Da, puis GBc, ABa qui se 
coupent en D5; je joins ADa, BDb qui se coupent au point de 
Lemoine (op. i2Ra 4- 6Rj). 

Résultat : 22R1 4- i iRj 4- 30^ 4- 3G,; simplicité : 39. 

On pourrait étudier bien d'autres constructions du point K, 
mais nous n'en connaissons point qui donne un résultat aussi 
simple que la suivante. 
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Sixième Construction. — Soit B' sur AG et dans le sens AC, 
tel que AB' = AB (op. 2 Ci 4- CJ. Soit G sur AB et dans le sens 
AB, tel que AC = AG (op. 2C1 -h C3J. 

De B, comme centre, avec la longueur AC, qui est entre les 
branches du compas, je décris une circonférence (op. G^ -h Gj) ; 
de G' comme centre, avec la longueur AB' = AG, que je 
reprends puisque le compas a été dérangé, je décris une autre 
circonférence qui coupe la précédente au sommet Ai du paral- 
lélogramme B'AG'Ai (op. 3Gi 4- Ca). Je joins AAj, c'est la symé- 
diane partant de A (op. 2B1 + Rj). Jusqu'ici j'ai en tout : 
op. 2R1 + Rj + 8Ci +. 4G3. 

Je trace, de môme, une autre symédiane, sur la construction 
de laquelle je puis économiser 2G1, puisque j'aurai à prendre 
aussi les longueurs de deux côtés du triangle pour cette con- 
struction et que l'une de ces deux longueurs étant prise au 
moment de la construction de AA^, j'ai pu alors déterminer, 
avec cette longueur, le point qu'elle me donnerait dans la con- 
struction de la deuxième symédiane. Le résultat est donc : 
4Ri + 2R2 -h 14C1 -h 8G5; la simplicité : 28. 

Remarque. — Si j'employais deux compas, je n'aurais pas 
besoin de prendre deux fois la longueur AB, je n'aurais qu'à 
prendre la longueur AG avec le second compas, etc.; cela éco- 
nomiserait encore 2Gi pour la construction de chaque symé- 
diane, on aurait denc : 

Résultat: 4R1 + 2Ra + loCi -+■ 8G3; simplicité: 24. 

Nous allons nous occuper maintenant de la deuxième ques- 
tion que nous nous proposons de traiter; nous n'indiquerons 
que la construction et le résultat avec la simplicité. 

Mener par un point A une droite passant par le point d'inter- 
section de deux droites BG, DE que l'on ne peut prolonger. 

Première Construction. — Par A je mène les deux droites 
BAE, DAG, je joins BD, CE qui se coupent enF; par F je mène 
une droite quelconque qui coupe DE en H, BG en G ; je joins 
GH, EG qui se coupent en A'; je mène AA', c'est la droite 
cherchée. 

Résultat : i3Ri + SR,,; simplicité : 21, 
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Deuxième Construction. — Par A, je mène deux droites ADG, 
AEB; je prends les milieux de D', E', B', G' de AD, AE, AB, 
AG en remarquant que je n'ai pour cela qu'à décrire de A, B, 
C, D, E comme centres de cinq cercles de même rayon; je 
joins B' G', D' E' qui se coupent en Aj, je joins AA^ qui est la 
d'-oite cherchée. 

Résultat: i6 R^ + 9R2 -+• SG^; simplicité : 35. 

Troisième Gonstruction. — Par A, je mène une droite quel- 
conque ABE, je prends les milieux B'; E' de BA, EA par B' 
et par E' je mène des parallèles respectivement à BG et à DE; 
ces parallèles se coupent en A^ ; je joins AAj qui est la droite 
cherchée. 

Résultat: iiR^ 4- ôRj + iSC^ 4-'9G8; simplicité: 39. 

QuATRiÈME.GoNSTRUCTiON. — Par A, je mène une droite quel- 
conque ABE, sur BE je prends B' tel que E soit le milieu do 
BB'; par B' je mène une parallèle à BG qui coupe DE en E' et 
par E' une parallèle à BB' qui coupe BG en B^. A partir de B| 
je prends A^ sur B^ E' tel que B^A^ = 2BA, je joins AA^qui est 
la droite cherchée. 

Résultat: 7R1 + 4Ra 4- iSG^ + 9G3; simplicité: 35. 

Cinquième Construction. — Par A je mène une droite quel- 
conque BE et une parallèle quelconque DG à BE. Je joins 
DB, par A je mène une parallèle a ED qui coupe BD en K; par 
K, une parallèle à BG qui coupe CD en A^, je joins AA^, c'est 
la droite cherchée. 

Résultat: iiRi + ôR^ + i5Gi -h gCj ; simplicité : 41. 

Sixième Construction. — Pour fixer la figure, supposons A 
dans l'angle aigu des deux droites données. Par A, je mène 
une droite quelconque BAD (op. Ri 4- Rj); de A, comme centre, 
je décris une circonférence avec AG pour rayon, elle coupe 
AC en G ( op. 2G1 4- Cg) ; de B et de G, comme centres, avec AB 
pour rayon, je décris des circonférences qui se coupent en A^ 
(op. 2G1 4- 2G3); je joins A^B qui coupe DE en E (op. 2R1 
4- Ra); je joins AC et sur CA dans le sens GA, je prends AD' 
= AD (op. 2R1 4- Rj 4- 2C1 4- Cj) ; je complète le parallélo- 
gramme AD'EG en décrivant, de G, comme centre, avec AD 
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pour rayon, une circonférence qui coupe en G la circonférence 
décrite, de A, comme centre, avec D'E comme rayon (op. 40^ 
-h 2C,V; je trace AG qui coupe CE en I (op. 2R1 + Rj), c'est 
la droite cherchée; en effet, on a : 

CI _ GA _ AB 

lE"" AD' ~ ad' 

Le résultat est 7R1 + 4Rj + loGi 4- ôG^; la simplicité 27. 

On pourrait mulliplier les solutions graphiques de ce pro- 
blème; mais en n'employant que la règle et le compas, je n'en 
connais pas de plus simple que la première et elle n'exige que 
l'emploi de la règle. Si, avec l'équerre, j'exécutais la cinquième 
construction j'aurais : 

Résultat: 9R1 + SRj + 2E1 4- 2Ej,; simplicité 18. 

La méthode précédente permet de se mettre en garde, au point 
de vue du tracé, contre les illusions que l'élégance, de Vex- 
position^ met souvent dans l'esprit. Ainsi pour tracer les huit 
cercles tangents à trois cercles donnés extérieurs l'un à l'autre, 
si Ton emploie l'élégante méthode de Bobillier et Gergonne, 
le coefficient de simplicité sera 5oo; il ne sera que 335 par la 
méthode terre à terre, qui ramène la question au tracé de la 
circonférence passant par un point et tangente à deux circonfé- 
rences, etc. Il eût été difficile de soupçonner ce fait a priori. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. Tarry, la lettre suivante ({ue, faute de place, nous 
n*ayons pu encore insérer. 

Monsieur, 

Voici une démonstration très simple d'une généralisation 
du théorème de M. Thiry, citée dans le journal de ce mois (*). 

Quand le point I se meut sur A, les rayons A'I, AM décri- 
vent des faisceaux projectifs à celui de la droite PI, et, par 
conséquent projectifs entre eux. Donc, le lieu du point M est 
une conique, et réciproquement. 

(*) Voyez Journal 1888; p. 249. 
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Celle réciproque est la généralisation du théorème de 
M. Thiry. 

Si les trois points Â, A', P sont situés sur une même ligne 

droite perpendiculaire à A, il est évident 
que AÂ' est un a ^e de Is^ conique. On 
déduit, du cas généra), une nouvelle des- 
cription organique des coniques par la règle 
et réquerre, connaissant cinq points de 
la courbe. On peut observer que, si 
l'équerre est mal construite, le dessin est encore exact, 
puisqu'il suffît que l'angle des droites PI, AM soit constant. 
Alger, 20 novembre 1888. 

M. Mosnat, professeur au Lycée de Toulon, nous adresse la lettre suivante. 

J'ai, depuis quelque temps déjà, donné, à mes élèves, une 
démonstration, sur la tangente à l'ellipse, analogue à celle que 
M. Lemoine a proposée à vos lecteurs (J. M. E. n" 1, 1889, p. 4). 

Elle est peut-être un peu plus courte, et, pour ce moti^ je 
me permets de vous l'adresser. 

Si l'on abaisse des points P, F' (*) les perpendiculaires 
FG. FQ' sur OM, on a ; 

aireM^FI M^G IF 



Mais l'on a 



aire M^FI M^G' IF' 



M,G = MF, M^G' = MF 
MF IF ^ 
d'oîi MF' = ÏF' ^^''••' 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boulin, professeur au Collège do Courdemanche. 

[Suite, voir, p. 14.) 



99. — Trouver, dans le plan ABC, un point tel qu'en le joi- 
gant aux trois sommets, le triangle ABC soit partagé en trois 
autres ayant même périmètre. 

(*) Le lecteur est prié de se reporter à la figure placée k Tendroit cité. 
Par une erreur de gravure, la droite FG doit être légèrement prolongée. 
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Soient x^yyZ^ les distances du point cherché aux trois sommets ; ip^ le 
périmètre commun ; on a 

X -h y + c =: X -\- z -\- h =^ y -\- z -^ a ^=^ 2p) 
d'où y — z=zb ^ Cy 

X -^ y = a — by 
X — z =a — c. 
Le point cherché est donc celui où se coupent les hyperboles ayant, pour 
foyers, deux des sommets du triangle et qui passent par le troisième. 
(Voir J. M. E., numéro d'octobre 1886, p. 236, — 13 §*•.) 
Onaaussi 

c— j5 = 6 — y=^ a — X =:p — Pi*, 
ce qui montre que ce point est le centre d'un cercle tangent intérieure- 
ment à trois circonférences décrites chacune d'un des sommets du 
triangle comme centre, avec le côté opposé pour rayon. 

100. — Trouver, dans le plan d'un triangle, un point tel 
qu'en le joignant aux trois sommets, et nommant x, y, z ses 
distances aux sommets, on ait 

0} — tf — z^ = 6» — a;« — s« = c» — y* — a;«. 

Des relations données, on tire 

a;« + a« = y» + 6» = 3* 4- c*. 
relations vérifiées par 

a; = 2R cos A, 
y = 2R cos B, 
j5 = 2R cos C. 
Le point cherché est donc l'ortbocentre de ABC. 
On a d'ailleurs 

a« — î/« — 5» = a^ + 6« + c* — 8R«. 

101. — Trouver, dans le plan d'un triangle ABC, un point 
qui, joint aux sommets, partage ABC en trois triangles tels que 
la somme des carrés des côtés de chacun d'eux soit constante. 

Ce point est l'anli-complémentaire de l'orthocentre. 

En effet, si x, y, z sont des distances aux trois sommets, on a 
a* 4- y* + «* = ô* + ic« -4- s« — c* + rr* -h î/% 
X» — 1/^ = a* — 6>. 
Le lieu des points tels que a;* — y* = o* — &*, est une perpendiculaire 
à AB menée par l'isotomique du pied de la hauteur sur le côté AB. 

Le point cherché se trouvera sur les trois droites analogues. Or. on 
voilque ces droites concourent au point H' symétrique de H par rapport 
au centre du cercle circonscrit à ABC ; H' est aussi, dans le langage de 
la Géométrie du triangle, l'anti-complémcn taire de l'orthocentre. 

102. — Dans tout triangle, l'angle des deux symédianes 
issues d'un même sommet est égal à l'angle formé par la 
médiane issue de ce sommet et par le côté opposé. 
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1* Démonstration trigonométrique. 

Soit AN la symédiane extérieure de A : elle fait , avec AB, Tangle G. Si 
AF est la symédiane intérieure, on a 

cotg FAB = 2 cotg A H- cotg G, 

FAN ='G"+ FAB, 

. T^ * XT cotg G (7. cotg A -h cotg G) — I I , . ^ . ^ 

colg FAN = — ■ \ ^— = - cote G - cotg B) 

^ 2 (cotg A + colg G) 2^ '^ ^ ^^) 

= cotg AMB. 
2* Démonstration géométrique. 

Soit DOME le diamètre du cercle circonscrit, perpendiculaire à BG; G, 
F les points où la médiane AM et la symédiane AF rencontrent la cir- 
conférence de ce cercle. 
On a : arc FE = arc EG, 

arc AD = arc EH • 
On veut prouver l'égalité des angles AMB, FAN; il suffit de vérifier 
celle de leurs compléments : AMBi FAH. 

TTT^ arc AD arc EG 
AMD a pour mesure : 1 

2 2 

arc EH arc EF i „„ 
= 1 = - arc FH ; 

2 2 2' 

ce qui est la mesure de Tangle FAH. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES (1887). 



21 juillet. ~ L Si les extrémités A et B d'une corde de longueur 
constante glissent sur une circonférence de rayon R, un point quelconque 
G de la corde mobile décrit une circonférence. Galculer la surface de la 
couronne comprise entre les deux circonférences, connaissant les lon- 
gueurs AG = a, BG — 6 des deux segments de la corde. 

I a 

II. cos 2a étant égale à -, on demande de trouver tg - • 

2 2 

22 juillet. — I. Ëtant données les projections d'une droite et celles 
d*un point, ainsi que la projection horizontale d'un second point, expli- 
quer comment on peut trouver la projection verticale de celui-ci, sachant 
qu'il est dans le plan déterminé par la droite et le premier point. 

N.-B. — Préférer une solution qui n'exige pas la recherche des traces 
du plan. 

II. Par un point A, situé à une distance OA = a du centre d'une cir- 
conférence de rayon R, on mène la sécante ABG, qui fait, avec OA, l'an- 
gle B.\0 = a. Déterminer cet angle de manière que l'on ait AB = BG. 
— Gonditions de possibilité. Valeur de AB dans ce cas ; construction géo- 
métrique. 

III. (jn poids P descend le long d'un plan incliné, de longueur /, en sou- 
levant un poids P' qui remonte le long de la hauteur AB du même plan. 
Quelle sera l'accélération du mouvement qui en résultera, et le temps 
employé par le poids P' pour parcourir la hauteur h du plan? 

Application: P = 5"», P'^;= 2"», AG = i = 5-, AB = /i = 3-. 
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23 juillet. — I. Connaissant le rayon R et Tapotbème a d^un polygone 
régulier, calculer le rayon R' et l'apothème o' d'un polygone régulier 
ayant même périmètre et deux fois plus de côtés. 

II. — Étudier les variations de la fonction 6aj' + 7x4- 10, quand x 
varie de — 00 à 4- 00 . 

25 juillet. — I. Démontrer que la condition suffisante et nécessaire 
pour qu'un angle droit, situé dans Tespace, reste droit en projection, est 
que l'un des côtés soit parallèle au plan de projection. Si cette condition 
n'est pas remplie, reconnaître dans quel cas la projection sera un angle 
obtus et dans quel cas un angle aigu. 

II. Un point M, situé sur une ellipse donnée, à une distance MF = r 
de Tun des foyers, est sollicité par deux forces représentées, en grandeur 
et en direction, parles deux rayons vecteurs MF et MF'. Calculer la résul- 
antd de ces deux forces et Tangle a qu'elle fait avec le grand axe. Cal- 
culer et construire géométriquement, ensuite, la valeur de rpour laquelle 
cette résultante est double de r : valeur de Tangle a dans ce cas. 

26 juillet. — Les nombres a et 6 étant donnés, entre quelles limites 

m doit-il être compris pour que l'équation H H =0 

• x + a X -hb X -hin 

ait ses racines réelles ? 

II. Un plan étant défini par ses traces, on prend, dans ce plan, un point 

(m, 771'). Par ce point (m, m'), et dans le plan donné, on mène deux droites 

perpendiculaires entre elles, l'une de ces droites étant horizontale. On 

porte sur chaque droite, à partir du point m et dans les deux sens, une 

môme longueur donnée a. Trouver les projections des quatre points ainsi 

déterminés. On fera l'épure et on l'expliquera. 

27 juillet. — I. Lois de Kepler. Leurs conséquences. 

II. On considère une ellipse ayant pour longueurs d'axes 2a et 2b; par 
un sommet A, on mène une corde AM. Déterminer cette corde de telle 
sorte que la différence entre AM et sa projection AP, sur le diamètre AA' 
ait une valeur donnée l. Discuter. 

28 juillet. — ï. Étant données une progression géométrique 

a, aç, aq*...j 
et une progression arithmétique 

6, 6 + r, 6 -I- 2r... , 
trouver les conditions pour que 

i* Le produit de deux termes quelconques de la première fasse partie 
de cette même progression; 

2* La somme de deux termes quelconques de la seconde fasse partie de 
cette progression; 

3» La somme de deux termes quelconques de la seconde occupe le 
même rang que le produit des termes de même rang, pris dans la première. 

II. Par un point A pris dans l'intérieur d'un cercle de rayon donné R, 
à une distance du centre OA = a, on mène une corde BAC faisant, avec 
OA, un angle donné OAB = a. 

!• Calculer les deux segments AB, AG, ain^i que l'angle AOB; 

2* Déterminer a de manière que AC soit double de AB. — Go éditions 
de possibilité. — Valeurs de AB, de AC et de l'angle AOB dans ce cas. 

29 juillet, — I. Mener une tangente à une parabole, déânie par son 
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foyer et sa directrice : 1* en un point de la courbe; 2* par un point du plan 
non situé sur la courbe , 3* parallèlement k une direction donnée. 

II. On lance un corps de haut en bas, dans le vide, avec une vitesse 
initiale de 3"" par seconde. Il arrive à terre avec une vitesse de 3i" par 
seconde. Calculer la hauteur de chute. 



QUESTION 267 

Solution par M. Lavieuville, professeur au Collège de Dieppe. 



Démontrer que Von a : 

«na5m(b— c)5m(b+c— a) \ 
H-sinb5m(c— a)m(c4-a— b) (s2«**n(a— b)«in(b— c)m(c— a), (a) 
+5inc5m(a— b)5m(aH-b— c) \ 
et aussi 

co5a5m(b— c)co5(b-hc— a) \ 
-t-C05bsin(c— a)cos(e-i-a— b) (:s2wn(a— b)5tn(b— c)sin(c— a), (p) 
-*-cosc5m(a— b)co«(aH-b— c) J 

1° Si Ton applique la formule connue : 
sin (6 + c — ûf) + sin (a + g — 6) h- sin (o + 6 - c) 
— sin (a H- 6 + c) s: 4 sin a sin 6 sin c, 
à chacun des'termes qui forment le premier membre de Tiden- 
tilé; celui-ci devient, après réduction, 

(1) sin 2(6 — a) H- sin 2(a — c) h- sin 2(c — h) 
s: 2[ sin a sin {h — c) sin (6 + c — a) -h sin 6 sin (c — a) 
sin (c H- a — 6) + sin c sin (a — h) sin (a + 6 — c)]. 
SiAH-B-+-G=o, ona Tidentité 

ABC 

sin A H- sin B -+- sin C s: — 4 sin — sin — sin — • 

22 2 

Appliquons cette formule aux angles 2(6 — a), 2(a — cj, 
2(c — 6) dont la somme est nulle; alors l'identité proposée (a) 
devient manifeste. 

2<> L'identité (p) se déduit immédiatement de (a), en y rempla- 
çant : 0, par l a] ; 6, par f- — ^) ; ©t c, par ( 7 — cj • 

Nota — Solutions diverses par MM. Tabbé Gelin professeur au col- 
lège Saint-Quirin à Huy (Belgique) ; Biermann, ancien élève de TÊcole 
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polytechnique, ingénieur à Montauban; A. Boutin, professeur au col- 
lège de Gourdemanche. 

M. Boutin ajoute^ à sa solution, d^intéressantes remarques. 

Si nous ajoutons (a), (^), et si nous observons que 

sio a 003 [h -h c — a) -h cos a sin (6 + c — o) = cos (6 4- c — 2a), 
on a 

S sin [b — c) cos (6 + c — 2a) s: 4 sin (a — b) sin [b — c) sin (c* — a), 
identité peut-être nouvelle. 

En effectuant la soustraction des identités (a), (p], (y), on a encore 

S sin (b — c) cos [b + c) = o, 
identité qui figure dans l'ouvrage de M. Desboves (*). 

Si dans (a), (p), on remplace respectivement a, 6, c par B + C, 
A+ G, A-h B (**), il vient 

S sin (B -h C) sin (B — G) sin 2A = 2 sin (A — B) sin (B — G) sin (G — A) 
S cos (B + G) sin (B — G) sin 2A = 2 sin (A — B) sin (B — C) sin (G — A) 

Si, dans (y), on remplace a, 6, c par a-f-A, 6-hft, c-H/i (**), et qu'en- 
suite on pose /i = - ; on a : 

4 
S sin (6 — c) sin (6 4- c) = o ; 

Cette identité figure aussi dans le Recueil cité. 



QUESTION 269 

Solution par M. A. Boutin, professeur au Collège de Gourdemancbe. 



Siydes points de Brocard to, a>', on abaissBy sur les côtés du triangle 
de référence ABC, les perpendiculaires wa, wf, «oy ; wV, w'p', (o'y' ; 
les deuœ triangles apy,cLp'Ysoni équivalents (***) et ontmêmeangle 
de Brocard que le triangle ABC. (E, Vigarié.) 

En posant h} = a^b^ + a^c^ ■+- b^c\ Ton a (****) 

0) A = -7—» (0 Jd = — 7-> (0 C — -r-; 

A; k k 



(*) Questions de Trigonométrie (Delagrave, éditeur). 

[**) Ces procédés, comme l'observe avec raison M. Boutin, constituent 
de véritables méthodes permettant de tirer, d'une identité donnée, de 
nouvelles identités. 

(***) On verra plus loin qu'ils sont égaux. 

(•**♦) V. Journal, 1883, p. 14. 
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2S - ^ 

sin 6 = — » a' -h 0* + c* = 4S cotg 6 ; 

désignant, suivant Tusage, Tangle de Brocard, ABC. 
Soient x, y, z les distances de (o aux trois côtés, 2S' Taire 

du triangle a^y- On a 

_ . ^ c*a sin 6 

X = a)B. sm e = z 9 

k 

^ . ^ 0*6 sin 6 
y = û)G. sm 6 = — 



js = <i)A. sin 6 = 



k 

h*c sin 9 



2S' = xy sin C -*- x^ sin B 4- yz sin A 

sin' 
= (6'a'csin A h- b^ç^a sin B -1- a*c*6 sin C) 

ofecsin'ô I / ,,, .. ...V oéc sin* 6 

A* 2R ^ ' 2R 

S'= S sin» 0. 
Si Ton reproduit le même calcul, en partant du second point 
de Brocard, on arrive à la même expression pour la surface S' 
du triangle a ^'y* 

Soient a , b\ c\ les côtés du triangle a^y» ^^ qua-irilatère 
toSAy étant inscriptible on a,: 

—. — - = wA, 
sin A 

a* = '^^. sin» A = --^' sin» A =%-^*b* = 6» sin» 6, 

(1) < 6'» = ^^ sin» B = ^' sin» B = ^' . c» = c» sin» 6, 
» «» A» 

c'» = ô;'. sin» C = ^' sin» G = ^"-a» = a» sin» 8. 

«» A:» 

Ainsi, le triangle apy est semblable à ABC: ces triangles 

ont donc le même angle de Brocard. 

Remarque. — En appelant a\ b\ c' les côtés de a'pY> ^^ 
aurait, de même, 

(2) a"» = c» sin» 6, 6"» = a» sin» 6, c"» = 6» sin» 0. 
De la comparaison des formules (1) et (2), il résulte 

a" = b\ b" = V c' = a\ 
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Ainsi, les triangles a^y, et ^'y sont égaux; ils ont donc même 
aire, et même angle de Brocard. 

On peut encore observer ; 1® que w est un des points de Bro- 
card, de agy; 2® que w' est un des points de Brocard, de a'^Y ; 
3® que Ao), Bo, Cw sont respectivement perpendiculaires aux 
côlés de a',p',Y'; 4" que A<o', Bw', Gcd' sont perpendiculaires 
aux côlés du triangle apy. 



QUESTION 270 

Solution par M. Galban, élève à rËcole polyteclmique de Madrid. 



On considère un cercle A et deux diamètres rectangulaires Ox, 
Oy; une tangente mobile rencontre Ox en A, et Oy en B; on m^ne 




par A une parallèle à Oy, par B une parallèle à Ox; soit M son 
point de rencontre. 

Démontrer que^ si sur la droite, menéepar 0, symétrique de Ox, 
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par rapport à OM, on prend ± 01 = OM le Heu de I est un système 
de deux droites parallèles à Ox. (G. L.) 

Dans le triangle OPI, nous ayons : 

IP = 01 sin 2a = 2OI sin a cos a. 
Or, le triangle OMA nous donne 

OM = 01 = -^-^ 

cos a 

et d'ailleurs, dans le triangle OAN, on a : 

R 



0A = 



sin a 

et, par suite, 01 = -: > 

sm a cos a 

ou, finalement, IP = 2R 

Nota. -^ Solutions analogues par MM. A. Boutin, professeur au collège 
de Gourdemanche ; Henri Galopeau, étudiant à Bordeaux ; Alexandre 
Gouyert, élèye au lycée Gondorcet. 



QUESTION 272 

S^olution par A. Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche. 
et Al. GouvERT, élève au Lycée Gondorcet. 



Sait un triangle ABC. Sur BG, on prend un point M et Von 
trace, par ce point, des parallèles aux côtés AB, AG. Soient P, Q 
les points de rencontre de ces parallèles avec ces côtés. On prend 
CP' = k.CP; BQ' = k.BQ, k désignant une constante donnée : 
les parallèles menées par P', Q', aux côtés AB, AG, se coupent ' 
en I ; trouver le lieu décrit par ce point. (G. L.) 

Soient D, E les points oîi Q'I, P'I rencontrent BG. Le tri- 
angle DEI est semblable à ABG; car ils sont équiangles. 
La similitude des triangles BQ'D, BQM; GFE, GPM donne 

BD = A-.BM, GE = A;.GM, 
BD + GE = A(BM + CM) = k.BC ; 
d'où DE = BG ±: k.BG = BG(i ± k) ; 

donc DE est constant; par suite, le triangle DEI est constant, 
la distance de I à BG est constante, et le point I décrit une 
parallèle à BG, 
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QUESTIONS PROPOSEES 

306. — Deux cercles variables tangents entre eux sont, 
en outre, tangents chacun à une droite fixe, en un point fixe. 
Quel est le lieu de leur point de contact? (d'Ocagne.) 

307. — Résoudre l'équation 

I I I T 

H 1 î — G ; 



X — a X — b X — c X — b — c -h a 
et vérifier qu'elle a toutes ses racines réelles. (G. L,) 

308. — On donne une circonférence A et un diamètre A.B : on 
propose de trouver, sur A, un point M, tel que la tangente en 
M rencontrant AB prolongé en P, on ait 

AM = 2MP. 
On démontrera que le point cherché M se projette sur AB 
en un point M' tel que AM' est égal au côté du triangle équi- 
latéral inscrit dans A. (G. L.) 

309. — Soient AM, AN deux cordes issues de Textrémité 
A d'un diamètre AB, appartenant à une circonférence A. 

Démontrer que, pour mener, par A, une corde AP moyenne 
géométrique entre AM, AN il suffit ; 1** de rabattre en AP', sur 
AG, la hauteur AH du triangle AMN ; 2° de considérer P' 
comme étant la projection du point inconnu P sur AB. (G.L.) 

310. — On considère une circonférence A et deux rayons 
rectangulaires OA, OB. D'un pointM, mobile sur A, on abaisse 
une perpeudiculaire MG sur OB ; les droites AG, OM se coupent 
en 1. Démontrer que le lieu de I est une parabole ayant pour 
foyer, le point 0; pour directrice, la tangente en A. (G, L.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPRIMERIE CENTRALE DBS CHEMINS DB FER. — IMPRIMERIE GHAIX. 
RUBBEBOàRB,20, PARIS. — U78-1-9. 
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES POLYGONES 

par M. VIgarié. 



Où a déjà proposé et résolu, dans ce Journal, plusieurs 
questions se rapportant aux propriétés des polygones inscrits 
à un cercle. Voici quelques théorèmes généraux, bien con- 
nus, qui permettent de les résoudre facilement. 

Sturm, dans les Annales de Gergonne (vol, XV, 1824-182S, 
pp. 2S0-2S6), a démontré les théorèmes suivants : 

I. — Le lieu géométrique des points du plan d'un polygone 
régulier desquels^ abaissant des perpendiculaires sur les directions 
dfi ses côtés, la somme des puissances semblables d'un degré quel- 
conque des longueurs de ces perpendiculaires est une grandeur 
constantedonnée, est nécessairement une circonférence concentrique 
au polygone dont il s'agit, toutes les fois du moins que l'exposant 
de la puissance est inférieur au nombre des côtés de ce polygone. 

On peut, à ce théorème substituer le suivant, beaucoup plus 
général. 

II. — Le lieu géométrique des points du plan d'un polygone 
régulier desquels, abaissant des perpendiculaires sur les directions 
de ses côtés, une fonction symétrique rationnelle et entière, de 
forme quelconque, des longueurs de ces perpendiculah'es est une 
quantité constante, est une circonférence concentrique au polygone 
dont 'il s^agit toutes les fois du moins que le nombre des dimensions 
de ta fonction est inférieure au nombi^e des côtés de ce polygone. 

III. — Etant donné un polygçne régulier d'un nombre quel- 
coTique de côtés, une circonférence concentrique à ce polygone est 
le lieu géométrique des points de chacun desquels, abaissant des 
perpendiculaires sur ses côtés, l'aire du polygone, qui a pour som-- 
mets les pieds de ces perpendiculaires, est d'une grandeur donnée. 

IV. — D'un point quelconque d'une circonférence concentrique 
à un polygone régulier donné : on abaisse des perpendiculaires sur 
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les directions de ces côtés, la somme des carrés des côtés du poly- 
gone irrégulier inscrit, dont les sommets consémlifs seront les 
pieds de ces perpendiculaires ^ demeurera constante. 

V. — Une circonférence concentrique à un polygone régulier 
donné est le lieu géométrique des points de chacun desquels, menant 
des droites à tous ses sommets, la somme des puissances paires, de 
même degré, des longueurs de ces droites, est une grandeur con- 
stante, pourvu toutefois que V exposant commun de ces puissances 
paires soit inférieur au nombre des côtés du polygone régulier 
donné. 

Observons que le théorème III permet de résoudre facile- 
Inent la question suivante : 

Déterminer faire d'un polygone dont les sommets sont les pieds 
des perpendiculaires abaissées, sur les directions des côtés d'un 
polygone régulier, d*un point donné dans le plan de ce polygone 
(Annales de Gergonne, t. XV, p. 4o). 

Ce théorème a été énoncé par Lhuilier dans la Bibliothèque 
Universelle (mars 1824, p. 169). 

On trouve encore dans les Annales de Gergonne ( t. XV, 
1824-23, p. 344) (proposé sans nom d'auteur), le théorème sui- 
vant : 

VI» — Une circonférence, dont le rayon est r, étant divisée en u 
parties égales et m étant un nombre p/us petit que n, la somme 
des 2 m^^^ puissances des droites m,enées aux points de division, d'un 
point quelconque du plan du cercle, éloigné du centre de la quan-- 
tité k, a pour expression : 

nj(r"^)* + (- kr'^+A + ^- . îLZlL , k«r"»-2\ 

Cette proposition a été démontrée par Lenthéric (Annales de 
Gergonne, t. XVI, p. 120-132). 

Soient P^, Pj, Ps. . . les points qui divisent la circonférence 
de centre G et M le point considéré, situé à la distance k du 
centre 0* En faisant m = i , on a : 

MP? + MPI + . . . MP^ =: n(r^ + k»). 
Oe qui donne une expression très simple de la somme des 
Carrés des droites menées, aux sommets d'un polygone régu- 



+ 
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lier, d'un point quelconque de son plan; et montre que cette 
somme est constante pour tous les points également distants 
du centre du polygone (Th. IV de Sturm). 

On obtient ainsi la solution de la question n« 165 (voir J. 
E. 188o, p. 284 ; 1886, p. 163 ; 1887, p. 71). 

ABPG, DEFQ sont deux circonférences concentriques, ABC, 
DEF deux triangles èquilatéraux inscrits à ces circonférences, 
Soient ^ et Q deux points pris sur chacune de ces circonférences^ 
Démontrer que Von a : 

Ql' + QB' + QG^ = PD'^ + PÊ* + PF*. 
Soient R et r les rayons des deux circonférences considé- 
rées ; on a 

Ql' -h QB' -h QC^ = 3(R« + r«) = PD' + PË' + PF^ 
Si le point M (Th. VI) coïncide avec un des sommets du 

polygone, deux des droites MP^, MP, . . . MP„ sont des côtés; 

les autres sont des diagonales; alors A = r on trouve ainsi 

la question 268 que nous avons proposée (voir la solution J.-E., 

1889, p. 23): 
Dans tout polygone régulier de n côtés, inscrit à un cercle 

de rayon r, si Ton désigne par a le côté du polygone et par 

Bi, 8j . . . 8n-3 les diagonales menées d'un sommet à tous les 

autres, on a la relation : 

SÎ + 8i + 3i + . . . 4- 8S_3 = '^(nr^ - a*). 
VII. — Un polygone quelconque étant circonscrit, un cercle R et 
un autre cercle r étant concentrique à celui-là^ la somme des pro- 
duits des côtés du polygone, par les carrés des distances d'un point 
quelconque de la circonférence du second cercle au point de contact 
de ces côtés avec le premier, est une quantité constante (Lkntheric. 
loc. cit„ p. 130-132). 

Cette proposition a été démontrée dans ce journal par M. G. 
Russe (1883, p. 284). Si M est le point pris sur la circonférence 
ABC. . . on a 

MA. a + MB. 6 + . . . = (R« + r«)(a -h 6 + c . . .). 
Si le polygone est régulier et a n côtés ; 

MÂ^ + MB^ + MG^ . . = n(R« -f- r»)* 
On déduit de cette remarque une solution de la question 16S 
(J. E. 1885, p. 284-288). 
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Si M est sur la circonférence même du cercle inscrit, alors 
R = r; on a donc 

MA* . a + MB* . 6 + . . . = 2r«(a -h 6 + c. . .), 
et, dans le cas oîi le polygone est régulier, 

MA* -4- MB* -f- , . . = 2nr\ 

VIII. — Dans unpla^i^ le lieu des points tels que la somme des 
carrés de leurs distances à un ensemble de n points A, B, . . . /br- 
niant une figure quelconque, soit égale à un carré donné k', est une 
circonférence ayant pour centre le centre des moyennes distances 
des points considérés et dont le rayon p est donné par la foi^mule 

. , , ÔÂ* 4- (5B* 4- ÔC^ + . . . 

p« = k« 

^ n 

Si A, B, G... forment un polygone régulierOA = OB=:.,.=^R, 

on a A» = n(p* + R*). 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €io de lionn^chainp** 

(Suilef voir p. 25. ) 



Pour indiquer une application de ce problème à Tart de la 
Guerre, on pourrait imaginer que Tennemi, après avoir été 
attiré en B, serait, à un signal donné, brusquement assailli 
par les projectiles des pièces, celles-ci étant disposées comme 
nous l'avons dit. Leur tir serait préparé de façon que les pro- 
jectiles vinssent frapper ce point B, et TefTet produit serait 
d'autant plus efficace qu'il proviendrait de points invisibles 
pour Tennemi. 
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Fig. 297, 



114. Le tir concentrique. — Nous avons supposé que le 
tir des pièces, dont les feux convergent vers le point B, pouvait 

être réglé de façon que les obus 
vinssent, uniformément, frapper 
lebot, bien que cespieces fussent 
placées à des distances inégales. 
Le problème actuel peut être 
envisagé à un autre point devue. 
Supposons que trois batteries 
soient installées aux points A, B, G; on voudrait tirer, de ces 
points, sur une ville assiégée, à la portée macçima et de façon 
que le tir soit concentrique; nous entendons, par là, que les 
projectiles doivent tomber au même point. On demande si le 
problème en question est possible, et, dans tous les cas, on 
propose d'installer une série de batteries pouvant, à un signal 
donné, ouvrir, à la portée maxima, un tir concentrique. 

Soient A, B, G les emplacements jugés favorables à rétablis- 
sement des trois premières batteries ; il s'agit de déterminer 
d'abord, pour chacune d'elles, la ligne de visée. 

Relevons, avec la fausse équerre, Tangle GAB ; puis, jalon- 
nons aux points B,G, les droites bh\ ce' , telles que 

ï^= cGB = BAG, 
Les lignes de tir sont des droites Bp, Gy perpendiculaires, res- 
pectivement: la première, à bU ; l'autre, à ce'. On détermine, de 
même, en relevant l'angle ACB, la droite aa! et par suite, la per- 
pendiculaire Aa qui représente la ligne de tir aupoint A.On voit, 
en effet, que les droites aa\ bb\cc' construites comme il vient 
d'être dit, senties tangentes à la circonférence circonscrite au 
triangle ABG. Les droites Aa,Bp, Gy, suffisamment prolongées, 
vontdonc concourir en un certain point 0, centre de cette cir- 
conférence. 

Pour avoir la longueur commune des droites OA, OB, OG, 
on peut utiliser la formule connue 

AB. BC. G A 

"^ " aire ABG 
On peut aussi observer que le triangle rectangle OAR donne 

I I I 



0A« AH« AR« 



.// 
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Si la longueur OA, ainsi calculée; est égale è la portée 
maxima A, des pièces, les batteries occupent remplacement 

qu'elles doivent avoir : et, pour chacune 

f^ d'elles, la ligne de tir est déterminée. 

Dans le cas contraire, on déplacera 

celles-ci, dans un sens ou dans l'autre, 

de quantités égales, sur les lignes de 

tir, de façon que, dans leur nouvelle 

position, elles soient à la distance h 

^'^- '''■ du point 0. 

Il nous resle à dire comment, les trois premières batteries 

étant installées pour le tir concentrique, on pourra fixer les 

positions des autres batteries. 

Avec la fausse équerre on relève l'angle ABC ; puis, on cherche 
dans le voisinage de l'emplacement désigné pour la nouvelle 
batterie, un point D, d'où l'on aperçoive BG sous un angle 
ADB — AGE, On fixe alors, comme il a été dit, la ligne de tir 
qui correspond à ce point D. On obtiendra ainsi, successive- 
ment, autant de points que Ton voudra. 

115, Le tir central. — On peut considérer ce problème 
comme étant l'inverse de celui que nous venons d'examiner; 
voici en quoi il consiste. 

Imaginons trois points visibles, mais inaccessibles. A, B, G; 
on propose d'indiquer la position d'une batterie qui soit 
placée en 0, à égale distance de ceux-ci; étant connu, on 
demande d'évaluer cette distance. 

C'est à la transformation par inversion (*) que nous deman- 
derons la réponse à cette question. 

Prenons arbitrairement un point P, comme pôle de la trans- 
formation. Soient A', B', G' les points inverses de A, B, G. 
Les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés du tri- 
angle A'B'G' se coupent en 0, le centre cherché se trouve 

(•) On a vu précécemment (§ 61) comment on constmisaH, point par 
point, rinverse d*uDe figurô donnée. A ce propos, on a dû remarquer 
avec quelle simplicité on peut, sur le terrain, eô'ectuer le tracé de 
cette figure. Ainsi, bien que la chose puisse paraître étrange au premier 
abord, on obtient plus rapidement la transformation par inversion des 
espaces inaccessibles, que leur transformation par homothétie. 
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sur PO'. En effet, à la circonférence passant par A, B,C, corres- 
pond une autre circonfé- 
rence circonscrite à A'B'C; 
on sait d'ailleurs que les 
centres de deux circonfé- 
rences inverses sont en ligne 
droite avec le point choisi 
pour pôle de la transforma- 
tion. 

Pour déterminer complè- 
tement le centre 0, on pour- 
rait prendre un autre pôle P 
et, par son intermédiaire, 
obtenir une seconde droite 
concourantau point cherché, 
avec PO'. Mais il est plus 
simple d'observer que la 
ligne OA est parallèle à la droite O'A" qui joint 0' au point A'', 
symétrique de A', par rapport à H. On sait, en effet, que si deux 
circonférences sont inverses Tune de l'autre, par rapport au pôle 
P, la droite AA' qui joint deux points associés rencontrent la 
circonférences, A'B'C en un point A', les rayons OA, O'A" sont 
parallèles. Or, en prenant HA' = A'H, A' représente le second 
point commun à A'A et à la circonférence A'B'C. D'après cela, 
après avoir relevé, avec la fausse équerre, l'angle PO' A", on 
s'avancera sur PO' jusqu'à ce que Ton trouve un point 0, d'oîi le 
segment PA soit vu sous l'angle PO'A". On pourra répéter cette 
construction successivement pour les deux autres points B, G; on 
obtiendra, de la sorte, une double vérification du premier tracé. 

Pour avoir OA, on utilisera la formule 

0'A".PO 




OA = 



PO' 



116. Le changement de position. — Une batterie 
étant installée en A, on peut, pour divers motifs, vouloir la 
déplacer ; et, dans ce cas, on peut, d'abord, demander que, 
dans sa seconde situation, elle conserve sa distance au point 
B, qui représente le but. 
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Ayant jalonné une droite a:a^ dans la région oîi doit être 

choisie la nouvelle position de la bat- 

/\ terie, on relève, avec la fausse équerre 

/ \ Tangle Bkx ; puis, Ton cherche sur 

/ \ Ax un point G tel que BCA = BAX; 

/ \ c'est en G qu'on doit installer la batterie. 

/ \ Si Ton désire se rapprocher de B, on 

/ \ doit prendre position entre A, G ; on se 

^g: — ^é » . ■ ^, placera, au contraire , sur Gx, ou sur Ace', 

si Ton veut s'éloigner du but. 
**^* ' Supposons, maintenant que, au point 

B, soit installée une batterie ennemie; il peut arriver que 
celle-ci modifie son emplacement et vienne enB'; on peut alors 
demander quelle doit être la nouvelle position A' de la batte- 
rie A, si la distance des batteries doit être maintenue. 

Le problème comporte, évidemment, une infinité de solu- 
tions; mais il faut indiquer par quel procédé on peut en 
déterminer une. 

Après avoir jalonné un segment AM, perpendiculaire à AB, 
on relève sa longueur, au moyen du cordeau. Ayant, alors, pris 

un point H, dans la région ou Ton veut 
installer la batterie, on élève HK, perpen- 
diculairement à HB'; puis, Ton détermine, 
sur HK, un point K tel que HKB' soit égal 
à AMB; ce dernier angle ayant été relevé 
par une fausse équerre. Si HK est égal à 
AM, H est le point cherché; dans le cas 
contraire, si HK est, par exemple, plus 
petit que AM, on se transporte dans la 
direction B'K jusqu'à ce qu'on trouve un point M', tel que 
A'M' = AM. Il suffit, à cet effet, de prendre avec le cordeau 
HR = MA; la perpendiculaire élevée en R, à HR, coupe B'K 
au point cherché. 

Cette construction est basée, comme l'on voit, sur l'égalité 

de deux triangles rectangles. Il va, sans dire, qu'elle peut 

être réalisée avec des triangles quelconques, en utilisant 

uniquement le cordeau et la fausse équerre. 

Dans le cas oh le déplacement de B se fait dans la direction 




'l 
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même de AB, (comme il arrive, lorsqu'une balterie, trop" 
vivement pressée par le feu d'une batterie 
ennemie, veut se dérober à son attaque), t»' 

la solution précédente se simplifie nota- / 1» 

blement. Ayant tracé un alignement A paral- 
lèle à AB, un indicateur se meut sur A, en 
même temps que se déplace la batterie B et de 
telle sorte que Tangle AMB soit toujours le 
même, dans les diverses positions de la 
batterie ennemie. Le déplacement de la 
batterie A, se fait alors au moyen de l'indi- 
cateur que nous venons d'imaginer; il suffit 
que, dans ce déplacement, l'angle MAB reste 
constant. De la sorte, la batterie A conserve, ^' ' ' 

vis-à-vis de l'autre, la distance qui était favorable à son tir. 

(A suivre.) 




CONCOURS GÉNÉRAL DE PHILOSOPHIE 1888 

Solution par M. Gaston Niewbnglowsii, 
Élève de Mathématiques élémentaires au Lycée Louis-le-Grand 

(classe de M. Humbert). 

DEUXIÈME ACCESSIT 



Compositions du premier concours {*). 

I. — On donne deux droites qui s ecoupent OR et OS ; et, sur ta 
droite OR, un point A. On considère tous les cercles tangents à OR 
au point A, qui coupent la droite OS; soient B 6/ G feA* points oii 
un de ces cercles rencontre la droite OS, et soit D le point de ren- 
contre des tangentes menées à ce cercle aux points B et G. On 
demande /** le lieu du centre du cerclé inscrit dans le triangle ABC 
et les lieux des centres des cercles ex inscrits au même triangle; 
^ le lieu du centre du cercle imcrit dans le triangle BGD et les 
lieux des centres des cercles ex-inscrits au même triangle. 

(*) Ce concours a été annulé. 
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l*^ Le centre du cercle inscrit au triangle Â6C est sur la bis- 
sectrice AA' de l'angle BAlX Or Tangle'OEA a pour mesure : 
arc AB + arc CA' _ arc AB + arc BA' _ arc AA' 

2 2 ~ 2 

Mais Tangle OAA' 

a aussi pour mesure 

arc AA ^ 
• On a donc 

2 

OAA = OEA: 

Le triangle OAE est 
doncisoscèle, etl'on a 
OE = 0A= o; ce qui 
montre que la droite 
AA' est fixe. Par suite 
le lieu des centres 
des cercles inscrit et 
ex-inscrit dans l'angle A du triangle ABC. 

La bissectrice extérieure AD' de l'angle aT est donc fixe ; 
par suile, elle représente le lieu des centres des cercles ex- 
inscrits dans les angles B et G. 

2° Le centre du cercle inscrit au triangle GBD est le point A', 
milieu de l'arc BG ; son lieu est encore la droite AA.'. 

Le centre du cercle ex-inscrit à l'angle BDU est le point D 
diamétralement opposé au point D; le lieu de ce point est la 
droite AD'. 

Quant au lieu des centres des cercles ex-inscril s aux angles 

GBD, BGD, c'est une courbe du quatrième ordre, représentée 
par l'équation : 

[{x^ + î/* — a*)" — 4X^y*] sin a -h 2xy{x^ — 2/' + û*) ^^^ ^ = 4ayx^ 
eu prenant pour axes OS et Oy perpendiculaires à OS; et en 

posant OA = a ROx = a. 

II. — Soient A. et B les centres de dexix cercles se coupant 
orthogonalement aux points G et G'. Soit le point de concours 
deî droites CG' et AB. Si on désigne par a et par h les dislances 
du point aux points A et B, et on suppose a > b. On demande 
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de déterminer la distance du ptnnt Oà un point Dde la droite AS 
tel que la perpendiculaire menée par ce point I) à la droite AB 



rencontre l'une et l'autre des circonférences des cercles donnés et 
détermine dans ces cercles deux cordes dont la somme des carrés 
soit égale à un carré donné 4k'. Discuter. 

Prenons pour luconnue la distance DG = x du point cher- 
ché D au milieu G de la droite AB. On doit avoir : 

ou, en appelant R et R' les rayons des deux cercles : 
R. + R'i_ (ÂD*+ W)= A'; 

ou, en observant que, dans le triangle rectangle AGB. on a : 
R* + R'' = ÂB*= (0 + 6)», 

et en remplaçant AD et BD par leurs valeurs \- x ot 



d'où l'on tire facilement: 

{2x)* ^ 2fc» - (o + by. 

La longueur 2X est facile à construire : c'est le côté d'un 
triangle rectangle dontAv/^ est l'hypoténuse et a + 6 un 
cdté de l'angle droit. La condition de réalité de x est : 

3 

La discussion s'achève facilement 
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ins du second concours. 



I. On donne, dans un plan, deux points fixes A et A.'; on mène, 
dans ce plan, un cercle G de rayon quelconque tangent à la droite 
A A.' au point A et un cercle C tangent à la même droite au point 
A! et tangent au cercle C. On mène la tangente commune exté- 
rieure, autre que AA', aux deux cercles C, G"; soient B, B' les 
deux points de contact. Sur BB' comme diamètre, dans le plan 
de la figure, on décrit un cercle G' : /® démontrer que tous les 
cercles, tels que le cercle G", qu'on obtient en faisant varier le 
rayon du cei^cle G, sont tangents a un même cercle fixe ; 2^ trou- 
ver le lieu du centre de chacun des cercles tels que le cercle C", 
obtenus en faisant varier le rayon du cercle G. 

i^ Il est facile de voir que les cercles G' sont tangents au 
cercle fixe décrit sur AA' comme diamètre. 

2** Le lieu des centres des cercles G' est évidemment le 
cercle décrit du milieu de AA' comme centre avec un rayon 
égalàAA'. 

II. — Étant donnés les trois côtés a, b, c d'un tnangle ABG, 
calculer les rayons de trois sphères tangentes entre elles Jeux à 
deux et tangentes au plan du triangle ABC, la première en A, la 
seconde en B, la troisième en C. Cela fait, considérant les deux 
calés a et h comme seuls connus, déterminer le troisième calé c, 
de façon que la somme des trayons des trois sphères soit égale à 
une longueur donnée 1. Discuter ce. dernier problème, seulement 
dans le ca^s particulier où b = a; e/, dans ce cas, 7*econnaitre, 
suivant la grandeur de l, dans quel cas l'angle AGB est moindre 
que 60°, compris entre 60° et 90°, plus grand que 90°. 

Les centres 0, 0' et 0" des trois sphères sont situés sur les 
arêtes d'un prisme droit triangulaire ayant pour base le 
triangle ABG. Parle centre 0, menons la parallèle OB' à AB (*). 
Le triangle rectaugle OO'B' donne : 

On obtient facilement, en appelant R, R', et R" les rayons 
(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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des trois sphères, les trois équations : 

(1) RR' = -.- 

4 

(2) R'R' = - , 

4 

6» 

(3) RR" = - . 

4 
Eu multipliaut membre à membre, puis extrayant la racine 

carrée, on obtient : 

RR'R'' = Ç. 

O 

Gonséquemment 

R = ~, R' = — , R"= — . 
2a 2b 2C 

La condition R 4- R' -h R'' ?= i revient à l'équation 

bc ac ab 
h -T H = l- 

2a 20 2C 

ou f{c) = (a* H- 6*)c* — 2labc + a*6* = o. 

Pour qu'une valeur de c convienne, il faut qu'elle soit réelle 
et comprise entre a — 6 et a -+- 6. 

Dans le cas particulier ou a = 6, on doit résoudre et discu- 
ter le système : 

/•(c) = 2C* — 2te + a' = o , 
o < X < 2a. 

Le discriminant do f{c) est/* — 2a'; il change de signe pour 
/ = av/2; de plus, f{o), c'est-à-dire o*, est toujours positif. 

On voit d'ailleurs, facilement, que la grandeur de l'angle 
ÂGB, par rapport aux quatre angles : 

o, 6o^ 90°, i8o<», 
dépend de la position occupée par c dans l'un des intervalles : 

o, a, av/2, 2a. 
Or; fia) ^ = a(3a - 2/), _ 

f [a^ 2) = a(5o — 2/^/2), 
f{2a) = 0(90 - 4/), 
/ (4- 00) est toujours positif. 

Les valeurs remarquables de / sont donc, par grandeur 
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croissante : _ 

/- 3 5\ 2 Q 

a^2, -a, a, -a. 

244 
Il est dès lors facile de dresser un tableau de la discussion, 

en s'appuyant sur le théorème de séparation des racines. 

Résumé de la discussion : 

' oc < / < G^ 1. . . solutions imaginaires. 

/ = av^ une solution double CT = C < 6o*. 

/- 3a 

av 2 < / < — . . . deux solutions C et C < 6o*. . 

3a 

i = — deux solutions C < 6o«; C = 60®. 

2 

— < * < a . - . deux solutions (/ < oo^ < C < 00®, 

24 

5v/2 
/ = a .... deux solutions (7 < 60"; C = 90. 

4 

3 1/2 o 

-^— a < / < -a . . . deux solutions C < 6o® < 90*» < C . 

4 4 

/ = -a une solution C < 60*»; C = i8o^ 

4 

- a < / < H- 30 . . . . une solution C < 60®. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. BomtlA, professeur au Collège de Courdemanche. 

{Suite, voir p. 39.) 



103. — Maxima et minima de la fonction 

y = cos X + cos 2X + cos 3x. 

On a y=-(cosx — = Vcos a? -h -7=: \i cos a: -h - V 

Multiplions le premier facteur par >, le second par (i, X et (i étant des 
indéteraoinées, et écrivons que la somme des acteurs est constante. 
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On a \ + fjL -4- I = o. 

Les facteurs deyant ôtre égaux, on a 



(cos X -=\ =. \l(cob X -h —j=\ = 



X { cos X ^^ = pi( coB aj -h -7= ^ = cos x-\ — 



L'élimination de X, ix, entre ces trois équations, donne : 

6 cos* a; -h 2 cos a; — i = o. 
V étant continue et ne passant pas par Finfini, on voit que l'on a : 
pour or = o y maximum = 3 ; 

pour cos x = ^^-^z — » x = 74*o5', y minimum = '-^; 

6 /-r 7 ^ 27 

I + v/7 r, . — 17 -h 7\/7 

pour cos x^= —-^ » 0? = 1 27»25 , y maximum =• '-^ ; 

b 27 

pour cos rc = — I , a? = w, î/ minimum = — i. 

104. — Si, par un point M du plan d*un triangle, on mène les 

droites /, m, n respectivement parallèles aux côtés a, 6, c de ce 

triangle, et comprises entre les côtés des angles A, B, C, on a, 

quel que soit M : 

l m n 



- -h — H- - = 2. 

abc 

l X 

En effet - = i —-,.... ; 

a h 

Xf y y z étant les coordonnées normales de M. 

105. — Si la droite/, de Texercice précédent, est antiparallèle 
avec a dans les côtés de A; m, n étant également antiparallèlcs 
avec 6, c dans les côtés des angles B et G; on a, quel que soit M : 
l cotg A + m cotg B -h n cotg G = 2R. 

(R, rayon du cercle circonscrit à ABG.) 

X, y^ z étant les coordonnées normales de M» on a 

l = z coséc G + 2/ coséc B 



d'où 

/ cotg A + m cotg B + n cotg G 
_ a; sin A -4- y sin B -|- z sin C 

"" sin A sin B sin G 

= 2R. 



2R sin A sin B sin G 



106. — Si /, m, n sont respectivement perpendiculaires aux 
bissectrices des angles intérieurs de ABG, on a: 
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ABC 

I cos — m cos — n cos — 

2 2 2 
H- -*- z= 2.' 

r' r" t^ 

r r" r'" désignant les rayons des cercles ex-inscrits, relatifs à 
ABC. 



On a, dans ce cas, 



{ — j . . • 

A 

COS — 

ABC 

/ cos — m cos — n cos — 

2 2 2 



f' r" 



frf 



2X 21/ 23 

/i ^ V ^ V' ~ 

107. — Dans les mêmes conditions. /, m, n étant toujours 
compris entre les côtés des angles A, B, C respectivement, et 
menés perpendiculairement aux bissectrices extérieures des 
angles Â, B, C; on a quel que soit M : 

ABC 

/ siu — -4- ni sin — h w sin — = o. 
222 

Kn oMel : 

, . A . B .G 

/ ain — = y — 5, m sm — = « — a?, n sm — = a? — 2/. 
2 2 2 

108, — Dans les mêmes conditions, on mène /, m, n perpen- 
diculaires, au côtés de ABC. On a : 

/ séc A -4- m séc B -h n séc C = o. 

UAUS 00 CAS 

i = y s«5c G — » séc B, 



/ si<o A -*- m st^c B -h M sôc ('. = y séc A séc C — j séc A séc B 
♦ » *ec A svc B — X séc B s^ C -h X sôc B séc C — y séc A séc C = o- 

109« — Dans les mêmes conditions^ si /, m, n sont menés 
|Mr«iltMt>nK>ul aux droites OA. OB, OC qui joignent, aux trois 
> vuwuuUîii. le eeuire du confie circonscrit ; on a. quel que soit M : 

/ -h IN ^ «I ^ o. 
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En effet : 1= yséc B — z séc C. 



Dans ces trois derniers exercices, il faut, évidemmenti tenir compte des 
signes des segments /, m, n. 

110. — La somme des carrés des distances d'un point 
quelconque d'une ellipse, aux diagonales du rectangle con- 
struit sur les axes, est une quantité constante /*, telle que 

2 _ I I 

Il en résulte que l'ellipse est le lieu des points tels que la 
somme des carrés de leurs distances à deux droites fixes est 
constante. 

Cette propriété, démontrée dans les cours de Mathématiques 
spéciales, -j^eni s'établir élémentai rement, comme il suit : 

Soient M un point quelconque de l'ellipse; 0, son centre; OA le demi- 
grand axe; OC, OD les diagonales du rectangle construit sur les axes. 

Posons OM = p, MOA = <p, GOA = a. 
On a ^tg a= -. 

Distance p de M à OC : p = p sin (a — 9); 
Distance $ de M à OD : ç = p sin (a H- 9). 

p> -h ç> = p«[sin2 (a — 9) 4- sin^ (a -h 9) |, 

= 2p*(sin* a cos* 9 + cos* a sin^ 9). 
Mais, si a;, y sont les coordonnées de M par rapport aux axes de la 
courbe : 

a; = p cos 9, y = p sin 9 ; 

d'où p« -h g> = 2[sin* a.oî* + y* cos* a]. 

6» a* 

Or : sin* a = — — cos* a = 



Donc p* + $« = _^_(6îj;«+ aV). 

mais 6*05* 4- àhf* = a^b* ; 

20*6* 

on a donc p« + o« = — = i«, 



ou 



a* -h b' 

2 I I 

P~â*"^6* 



(A suivre) 
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QUESTIONS D'EXAMENS 



9, — Soit un triangle ABC; oh prend, dans son plan, un 
point quelconque P; et l'on soumet ce point à trois forces 
représentées, en grandeurs et en directions, par les droites PA, 
PB^ PC. Démontrer que la résultante passe par un point fixe, 
quel que soit le point P. [Saint-Cyr; p. 35.) (*) 

La rôsuUante des forces PB, PB passe par le poinl A', milieu de BG ; de 
plus, elle est égale à 2PA'. Soit A'' le miUeu de PA ; la résultante cber- 
chée a, pour direction, la diagonale du parallélogramme construit avec 
PA, PA' pour côtés. Cette remarque faite, on voit facilement que cette 
diagonale coupe AA' en un point G tel que GA' : A' A : : i : 2. Ce point 
G est donc le centre de gravité de ABC. 

10, — Sur les côtés d'un triangle ABC, en leurs milieux, 
on applique des forces perpendiculaires à ces côtés et respec- 
tivement proportionnelles à leurs longueurs. Démontrer 
qu'elles se font équilibre. /^^ . 

On observera : !• que les forces /i, /j, /j concourent au centre du cer- 
cle circonscrit; 2" que la résultante R3, de deux d'entre elles /"„ /j, est 
égale et directement opposée à la troisième f^. 

On voit, en effet, après avoir construire parallélogramme avec /,,/a, que 
la diagonale R, de ce parallélogramme forme, avec fi et le côté opposé 
h fi, un triangle semblable à ABC ; etc. 

11, — Trouver les caractères de divisibilité d'un nombre N, 

P^^ ^7' {SainirCyr, p. 31.) 

On observe que 1000 = 37 x 27 h- i. 

Soit N =. . . agpaYaasPaYaaiPiYi) 

OU N = a,p,Y, + lO^aaPaY, + lO^aaPaïa + . . .- 

Ona N = iî\37-4-H(^)+îl(^)... 

Hf '^ ) représentant le reste de la division de «i^iYi par 37, etc. 

(*) La page citée correspond au Recueil des quosiions posées aux examens 
Oraux, publié par la librairie Groville-Morant, 
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12. — Exprimer que les racines de Téquation 

or" + px + 9 = o 
ont un rapport donné K. {Saint^Cyr, p. 30,) 

Soient x', kx' les racines en question; on a : 

af[i -hk)= — p, 
kx'* = q, 
La relation cherchée est donc : 

q{i 4- k]* =z p^k, 

13. — On donne une droite xy et deux points A, B, du même 
coté de cette droite. Trouver, sur cette droite, un point M tel que 
l'angle AMa; soit double de Tangle BMj/. 

{Ecole Navale f p. S5.) 

SoitB' le symétrique de B, par rapport à a;y. Du point B' comme centre, 

B'B 
avec — - pour rayon, on décrit un cercle A ; et, du point A, on lui mène 

deux tangentes qui coupent oc^ aux points M, M'. 
Pour Tun d*eux. M; on a 

AMaî = 2BM'y; 
pour le second. M', 

AM'y = 2BMa;. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET (*) 



PARIS (avril 1888). 

l'e série. — !• Calculer' le volume d'une sphère, sachant que la diffé- 
rence entre ce volume et celui d'un cube inscrit à la sphère est égal à 
1 mètre cube. 

2* Définition du travail d'une force constante. 

2« série. —- \.^ Construire les angles que fait, avec les plans de projec- 
tion, un plan défini par ses traces. 

V Quelle valeur faut-il donner à m pour que le trinôme 

mx* 4- (wi -- 1)0; 4- m — 1 
reste négatif, quel que soit a;? 

3* série. — 1' Construire les projections de l'intersection de deux plans 

définis par leurs tracés et passant par un même point de la ligne de terre. 

2" Calculer les côtés d'un triangle, sachant que leurs longueurs sont 

(*) ïînoncés empruntés au recueil publié par la librairie Croville-Morant, 
20, rue de la Sorbonne, 
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mesurées par 3 nombres entiers consécntifis, et que le nombre qui mesure 
a surface du triangle est la moitié de celai qui mesure le périmètre. 

4* série. — I. On donne le rayon R d*an cercle. Exprimer, au moyen 
de ce rayon : !<> la surfoce du dodécagone régulier inscrit au cercle ; 2*> la 
surface du dodécagone régulier circonscrit au cercle. 

II. Construire Tangle d'une droite, définie par ses projections, avec la 
ligne de terre. 

PARIS (juillet 1888). • 

l"^* série. — On donne le rayon R du quart de cercle AOB. Déterminer 
la distance OD de la parallèle CD au rayon OÂ., de telle sorte que le 
rapport des volumes engendrés par les triangles GOD, GOÂ, dans la rota- 
tion autour de OA soit égal à un nombre donné )^. 

Indiquer les limites entre lesquelles doit être compris X. 

— Démontrer qu'une droite est perpendiculaire à un plan, lorsque ses 
projections sont perpendiculaires aux traces correspondantes du plan. 

2« série. '- 1* Un trapèze a pour bases a et 5 et pour hauteur h] à 
quelle distance x de la base a faut il mener une parallèle aux bases pour 
partager le trapèze en deux parties équivalentes ? 

2" Trouver les arcs x vérifiant Téqualion sin x -f- sin 3x -h sin 5a; ^ o. 

3« série. — !• Entre quelles limites doit-on faire varier x pour que, 
entre ces limites, Texpression 

2 sin* a; — 3 sin œ -f- i , 
soit constamment négative? 

2o Définir l'aplatissement de la Terre et la longueur de Tare de 1" du 
méridien terrestre. Montrer que Tare de 1* est plus long aux pôles qu'à 
l'équateur. 

4« série. — !• Trouver le minimum de tg* x + tg* y, sachant que l'on 

3 
a: sin* a? -4- sin* 2/=-. Quelles sont les valeurs correspondantes de x et 

dey? 

2<> Démontrer que, dans la parabole, la sous-normale est constante et 
égale au paramètre p, 

5e série. — 1» Étant donné le demi-cercle décrit sur AB = 2R comme 
diamètre, on propose de mener une corde CD parallèle à AB, telle que 
si Ton fait tourner la figure autour du diamètre OP,perpendicnlaireà AB, 
le volume engendré par la surface comprise entre les lignes OB, OP, PD 
et l'arc de cercle BD soit, au volume du tronc de cône de révolution 
engendré par le trapèze OPBD, dans un rapport donné m. Conditions pour 
que le problème soit possible. 

S"* Composition de deux forces parallèles et de sens contraires. 

6® série. '— 1« On donne la distance p du foyer d'une parabole à sa 
directrice, et Tangle a que fiiit avec Taxe une tangente à la courbe. On 
demande de calculer la longueur de la portion de cette tangente com- 
prise entre son point de contact et le point où elle rencontre l'axe de la 
parabole. 

2* Démontrer que le plus petit commun multiple de deux nombres est 
égal au produit de ces deux nombres divisé par leur plus grand commun 
diviseur. 
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7* série. — l** Calculer la surface d'an octogone régulier iascrit à un 
cercle de rayon R. — Quelle serait la valeur du côté de Toctogone régulier 
circonscrit à ce cercle ? 

2» Étant donné l'angle A et les deux côtés 6 et c qui le comprennent, 
calculer B et C. 

POITIERS (juillet 1888). 

1* Sur une droite indéfinie X'X, de part et d'autre d'un point fixe 0, 

on prend deux points A', A tels que OA' = OA = a ; puis, d'un môme 

I)\ —D'A* 
côté de 0, deux points variables D, D', liés par la relation =-^, = frr;; 

et enfin le point P milieu de DD'. Soit OP = x. On exprimera d'abord les 

segments OD, OD', DD' en fonction do x. On prendra ensuite, sur une 

DD' 
perpendiculaire à X'X, menée par P, une longueur PM = — ,etronjoln- 

dra le point M aux deux points F, F tels que OF' = OF = a \/2. On pro- 
pose de calculer les distances MF', MF, ainsi que leur différence, et d'en 
conclure la nature du lieu géométrique du point M, lorsque les points D, D 
varient. 

o. ai- 1 1 j » ^j i»x *. t«'<* cos 6 cosoj — cosa 

2« Tirer la valeur de tang - de 1 équation -^^ = • r* 

2 ^ tg* cos a cosoî— coso 



QUESTION 271 (*) ' 

Solution par A. Boutin^ professeur au Collège de Gourdemanche. 



On considère un cercle et un diamètre fixe AB, dans ce cercle. 
Soit M un point mobile sur la circonférence 0. Sur AM et BM 
comm^ diamètres y on décrit des circonférences A, A'; et, par M on 
mène une parallèle à AB; cette droite coupe A en C, A' en D. Si 
Von trace les tangentes à A e/ A' en ces points G et Déciles se cou- 
pent en un certain point I; le lieu de I est une ellipse. (G. L.) 

Soient (t, H les centres de A, A'. 

Soient, aussi, MPuneperpendiculeire sur AB; ILFuneper- 
pendiculaireabai8séedeIsurAGeLrencontrantGDenL,ABenF. 

On a fiBA = BMB =^ MDH ; 
donc IDM = >IAB. 

On a MAB =: GMA == MGG; 

puis ICM = MBA. 

Le triangle GDI est done rectangle en I. La figure ABGD est 
un rectangle; donc: GD = AB. Par suite, les triangles BMA, 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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GID sont égaux et Ton a : 

IL = MP - LF. 
Le point L est sur la circonférence 0; ainsi 

IL= 3FL. 
Le point I est donc lel que ses ordonnées sont doubles de 
celles du cercle 0; son lieu est donc une ellipse qui a pour 
pelit axe AB et pour grand axe 2ÂB. 



QUESTION 274 

Holution par M . Emile Borel, élève en Mathématiques élémentaires 
au Lycée Louis-le-Grand (Sainte-Barbe), 



On donne deux droites rectangulaires Ox, Oy et un point P; 
soil A une droite quelconque passant par P et rencontrant Ox, en 
A; Oy en B. 

On élève, en P, une perpendiculaire A' à A ; A' rencontre : Ox, 
en A!; Oy en B'. On abaisse, de ces points A', B', des perpendicu- 
laires sur OP; ces droites coupent A aux points A", B". Démon- 
trer que A"B'' = AB. (Mannheim.) 

Menons à OP la perpendiculaire OK qui coupe A'B' en K ; 

Ton a 




(1) 



A'B' _ PB* 

A'B'' 
PO 



PB' 



KO 
\ Les triangles 

■^^ semblables AOB, 
B'OA' donnent aussi 

(2) JË. = 2i' 
^ ' A'B' OB' 

Mais, les trian- 
gles OPK, 0KB' 
ayant leurs côtés 
perpendiculaires, chacun à chacun, sont semblables, et l'on a 

P0_ OA 

OK ~ OB' ' 
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En comparant (1) et (2) on voit que AB = k'B". 

Nota. — Solutions diverses par M. Himel à Alger; Germain Olivier à 
Montauban ; Alexandre Couvert, élève au lycée Gondorcel. 



QUESTION 275 

Solution par M. E. Baudran, élève au Lycée de Rouen (cours de Saint Cyr) 



Rendre calculable, par logarithmes, la qaantiU 

Ô=sin(x + y-hz)sin(x4-2y+z)— 8inx8in(x-hyj— sinzsin(y4-z). 

(E. Catalan.) 

On a, par application d'une formule connue, 

2 6in(a? -h y -+- z) sin(a? + 2y z) =. cos y — cos (203 + Sy + 2%) 

2sina; 8in(x -h y) = cos y — cos {2x + y) 

2sin5sin(t/ -h ^) = cos y — cos (y h- 2z), 
d'oîi 

2Ô = [cos(y-H 2 s) — cos (20?-+- 3i/-h 2z)\ — [cosy — cos(2a?H-y)|, 
et, par suite 

6 = sin (a; -h 2y -h 2z) sin (a? -+- y) — sin {x + y) sin x» 

Finalement, on a donc 

= 2sin (x -H y) sin (y + z) cos {x + y + z), 
formule qui permet de calculer ô par logarithme, 

Nota. -^ Solutions analogues par MM. LevieuvlUe, professeur au collège 
de Dieppe; l'abbé Gelin, professeur au collège Saint-Quirin à lluy (Bel- 
gique) ; A. Boutin, professeur au collège de Cour démanche ; Germain 
OUvier, à Montauban; Mineur, au lycée de Dijon; Emile Borel, élève de 
mathématiques élémentaires au lycée Louis-le-Grand (Sainte Barbe); 
Alexandre Couvert, élève au lycée Condor cet ; Ignacio Beyens, capitaine 
du Génie, à Cadix. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



311. — Soient ABC, A'B'C deux triangles orlhologiques, et 
A'^B'G', A'"B'"G'",... des triangles dont les sommets divisent 
les droites AA', BB', GC en parties proportionnelles. Démon- 
trer que deux quelconques des triangles A"B"G^ A'"B'"G'^.. 
sont orthologiques. 
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Soit P, le point de concours des perpendiculaires abaissées 
de A, B, G, surB"G% G" A", A^'B"; soit Q, celui des perpendicu- 
laires abaissées de A", B'', G" sur BC, GA, AB. Lorsque le 
triangle A'^B^G" est remplacé successivement par chacun des 
autres A'"B'"G'",...: 

1® Le point Q décrit une droite; 

2® Le poiut P décrit une hyperbole équilalëre. 

Deux triangles sont orthologiques lorsque les perpendiculaires abaissées 
des sommets de Tun, sur les côtés opposés de Tautre, concourent en un 
même point. Le théorème précédent peut être démontré soit par la géo- 
métrie pure soit par la géométrie analytique. 

[J. Neuberg.) 

312. — Soit M un point pris sur la base BG du triangle 
ABG. Si la perpendiculaire élevée en A à la droite AM, coupe 
en B' et en G' les perpendiculaires élevées respectivement à AB 
et à AG, en B et en G, on a 

AF MB Âl' 

1(7' MG "" AG'* 

Co7'ollaire. — Si AM est symédiane de ABG, le sommet A est 

le milieu de B'G'. 

(d*Ocagne,) 

« 

313. — Les perpendiculaires élevées par le sommet G et 
par le milieu M du côté BG, à ce côté, coupent le côté AB res- 
pectivement en D et en P. La perpendiculaire élevée en G à 
GP coupe PM en Q. Démontrer que la droite DQ et la per- 
dendiculaire élevée en G, à GA, se coupent sur la symédiane 
issue de A du triangle ABG. 

(d*Ocagne.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ANGLES ET DISTANCES 

Par M. A. Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche. 



Nous réunissons, dans cette Note, quelques formules géné- 
rales qui peuvent être utiles dans la solution de questions 
relatives au triangle. 

1. Angle de deux droites. — Soit, en coordonnées nor- 
males, les équations des deux droites : 

(1) Ax +By -h Gz = o, 

(2) A.'x -h B'y + C';5 = o. 

On sait que Tangle V de deux droites dont les équations, en 
coordonnées rectangulaires, sont 

Y = aX + 6, Y = a'X + 6', 
est donné par la formule : 

(A) tgY=.^^. 

Prenons pour axes le côté BC du triangle de référence, et 

la perpendiculaire en B, à ce côté. 

En désignant par h'^ la hauteur correspondant au sommet G, 

on a 

a -Y, 

2/ = ^" - X sin C - Y côs C, 

z = X sin B — 2/ cos B. 

Portons ces valeurs dans Téquation (1) : nous trouvons 

AY + B(^"-XsinG-YcosG) + G(XsinB- YcosB) = o, 

ou Y{A-BcosC-GcosB) + X(GsinB-BsinC)-HBA'' = o. 

G sin B - B sin G 

Par suite, a = r^ • 

B cos G 4- G cos B — A 

De même, 

G' sin B - B' sin G 
o = 



B' cos G -h G' cos B - A' 

JOURNAL DE MATH. iLÊM. — 1^89. 
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D'après cela, la formule (A) donne, tous calculs faits, 
(GB^ - BG^) sin A" 4- (AG^ - CM) sin B + (BA^ - AB^) sin G 

^ AA'-hBB'+GG'-(BG'+GB>osA-(AG'+CA>sB-(AB'-|-BA>8C * 

2. Conséquences. — /° Condition de parallélisme de deux 
droites : 

(GB'-BG')sinA + (AG'-CA')sinB + (BA'-AB>inG = o. 
2^ Condition pour que deux droites soient perpendiculaires : 
AA' -h BB' -r GG' - (BG' -h GB') cos A - (AG' + GA') cos B 

- (AB'+ BA') cosG = o (*). 

3^ Angle d'une droite avec Vun des côtés du triangle de référence. 

On a, pour déterminer l'angle V^ de (1) avec le côté BG : 

_ B sin G - G sin B 

^ * ~ A - GcosB - BcosC' 

On a quelquefois besoin du sinus de cet angle; il est donné 

par la formule 
. , ,, (B sin G - G sin B)« 

8111 V "zz ^ , 

' (A - G cos B - B cos Cf + (B sinG - GsinB)* 

de laquelle on tire : 

. ,, B sin G - G sin B 

sin Vi = — r- • 

v/A^ + B^H- G* - 2BGCOS A- 2AGCOSB - 2ABCOSG 
On a, bien entendu, deux formules analogues pour déter- 
miner les angles que forme la même droite avec les deux 
autres côtés. 

4° Angle des droites qui joignent un point aux sommets d'un 
triangle. 

Soit M ce point ; x, 1/, z désignant, comme plus haut, ses 
coordonnées normal* s, on trouve : 

— cotg BMG = -ôf -H ^ cos G + t/ cos B — a; cos A ) ; 

et deux formules analogues pour les angles AMB, AMG, 

3. Distance de deux points. — Soito cette distance, 
a, p, y) (a', 6', y') les coordonnées barycentriques des deux 
points* 

On trouve aisément, pour Téquation, en coordonnées nor- 

{*) Cette formule a été donnée par Painvin (G. A., t, I, p. 64), mais - 
sous une forme inexacte. G* L» 
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maies (x*, y, z), de la droite qui joint ces deux points, 

ax(^Y "" P'y) *♦- %(y«' — *y') + cz{9,p' — |3a') = G. 
L'angle V^ de cette droite avec BG est, d'après la formule (3), 
déterminée par Tégalité 
g. , y ^ /t'(afs^ + aY - Q^ï^ - ^'y')' 

* Sa«(pY' - T^')' - 2l^c6 cos A(Ya - ar')(*fi' - pO' 
A désignant la hauteur relative au sommet A. On a, d'ailleurs, 

sin*Vi \si S?/ 

"" sin«Vj \ Sa. Sa' / ' 

ou 

__ Sa»(SY - Y^O^ - S(c« + b« - a«)(Ya' - a/)fay - pa ) 

"■ (Sa . Sa')* 

Si, dans cette formule, on considère a, g, y comme des coor 
données courantes; a, p\ Y comme celles d'un point fixe, on 
a l'équation d'un cercle, sous forme homogène. Cette équation, 
bien que d'une forme plus compliquée que celle qu'on donne 
habituellement, a l'avantage de mettre en évidence le centre 
(a', p', y') et le rayon S. 

Si l'on passe aux coordonnées normales, x, y, z; x\ y\ z' 

étant celles des deux points donnés, on a ; 

S* 8* 

-— - = S(aci/' — yx'y - 2yi(zx' — xz'){xy — ^x'jcos A. 

4. Conséquences. — 4^ Distance du centre de gravité à 
un point quelconque (a,p,Y) (coordonnées barycentriques) ; 

_ Sa«(p-Y)'+S(g'+ fr' - «')(y - «)(.6 - ^) 

2"^ Distance d'un point quelconque (a,p,Y) au sommet A ; 

6V -^ c»p* + |3y(6' -+- c« — o*) 
^ (Sa)» 

ou, en coordonnées normales : 

4.R* 

f)* = (t/« + ^« + 2y« cos A) ~ — 

a 

Au moyen de ces formules, on peut trouver la distance de 

deux points remarquables du triangle. On pourra vérifier que 

ON = R - V-, 



II 

i: 
I 



- , 
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(0 centre du cercle circonscrit, N point de Nagel.) 

(K, point de Lemoine, angle de Brocard.) 

5. Remarque. — Nous avons trouvé plus haut, pour exprimer 
le carré de la distance de deux points donnés, en coordonnées 
normales, la formule : 

(A) -^t^^ = 2 ^^^^ " ^^*^* - 2 2 cos k{zx, - xz^) 

{xy^ - y 30,). 
On sait que (Painvo, Géométrie Analytique^ p. 63) S est donné 
par la formule : 



(B) 48* cos* — cos* — cos* — = y\ {x — Xi) 



A 

* cos* — 

2 ^^ ' 2 

ABC 



- 2 2 sin - cos - cos - {y - y±){^ ~ ^i) • 

Enfin, M. de Longchamps nous a communiqué la formule 
suivante, plus simple que la précédente : 

(G) ls« 2 si^' A = 2 (X - x,y -h^C08k{y^ y,) 

{z - Zi). 

Ces formules ne sont, a priori, nullement contradictoires ; 
car, entre les quantités a?, y, z; x^, y y, jSj, il existe les relations : 
(a) ax + by -h cz = ax^ 4- by^ + cz^ — 2S. 

Nous nous proposons d'en vérifier l'identité : 

6. Identité des trois formules. — Commençons par 
les formules (B) et (C). 
De (a), on tire : 

X- Xy= ^ U(yi -y) + c{zy - «) 1 • 

(B) et (G) seront identiques, si Ton a 

8 cos* - cos»- cos'- y, {x — x^Y 4- y|cos A(y — y^)(z — z^) 

= 28in»Ar2(.r-a?i)Ho8*-- 2^m-m%-m-(y-y,){z -zM • 
Si, dans cette formule, on remplace x — 0?^ par la valeur 
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indiquée plus haut, on doit vérifier que 
8cos*— < 
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$«-cos«-cos»- (y - ^0* + (2-^i)' 

ô^ L+(2/ — !/i)(^— >^i)(26c+a'co8A— aôcosB— accosc)J 



SsiVA 



a' 



B 



. C 



B> 



(y — Pi) { ^ fos* — h a* C08* — h 2ab sin — cos — cas — ) 

\2 2 1 1 il 



2 

A 



c* cos* — \- a 



2 

*co8' — h 2ac sin— cos 

2 2 



A C\ 
— cos — ) 

2 2/ 



a* sm 



.ABC 

- cos — cos — 

2 2 2 



bc 008* — 

2(y-y.)(2-s,)| ^ . b' A G . G A B 

H-a0 8in— cos— cos — ^ acsio— cos— cos— 



2 



D'ailleurs, y — y^, z — z^ étant des quantités indépendantes, 
on doit avoir, séparément : 

4 cos* - cos* - cos* - (a* h- ^* -h c*) 



2 



= (ô* 



A 

2 



B 

2 



cos* — ha* cos* — h 2ah sin — cos — cos — j V sin* 



G 

2 



A 

2 



A T> ri 

4 cos* - CCS* - cos* - (a* + 6* + c*) 

2 2 2 



/ , ,^ , «G . B A G\^ . ,, 

= ( c*cos* — ha* cos* — h 2ac sin — cos — cos — > sm* A • 

\ 2 2 2 2 2/ -^J 

A B P \ 

4 cos* — cos*— cos*— (26c -h a* cos A — afr cos B — accosG j 

3 2 2^ / 

/. A , . A B. C , . B A G 

= 1 oc cos* a* sm — cos — ces — h ao sin — cos — cos — 

\2 222 222 

• G A B\^ . ^ . 

+ ac sm — cos— cos— > sin* A. 
2 3 2/ ^d 

Si, dans ces formules, on exprime les lignes trigonomé 
triques, en fonction des côtés, on vérifie aisément leur iden- 
tité; elle entraîne celle des formules (B), (G). 

Vérifions enfin Tidentité des formules (A), (C). 

Gelle-ci peut s'écrire, en remplaçant les lignes trigonomé- 
triques par leurs expressions en fonction des côtés, et a? — x^ 
par la valeur donnée plus haut : 

(C')|^ = ^[(y-y.)'+(2-^,)*+2(y-yi)(^-^i)co8A]. 
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D'après (a), on a 

X = ~ (2S — by — c^), 

a?, = -(2S - by^ - czi); 

d*ou zx^ — X7^ = — [2S{z — 2i) -h b{yZi — zy^)], 

xy, - ya:, = -[28(2^1 - 2^) + cf^^z^ - -s^/i)]- 

Portons ces valeurs dans la formule (A) et groupons les 
termes semblables. On voit aisément que les coefficients, i**du 
terme {yz^ — zy^y, ^^ du terme (z — Zi)(yz^ — zy^), 3® du 
terme (y^ — y){yz^ — zy^) sont identiquement nuls. Il reste alors 

i6S*8« 48» r . , ,, ,, ^, ,"1 

-^ï^i^ = ^ [(!/-yi)' + (2-^i)* + 2CosA(t/-y,)(^-i5,)J, 

ce qui est identique à (C). Les trois formules, au fond, sont 
donc identiques. 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DR lA RÈGLE ET DR UÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. G. de lionufchainp*. 

{SuitCf voir p. 25. ) 



117. La portée des pièces ; les essais de poudres. 

— Voici dans quelles conditions on peut déterminer: soit, pour 
une hauteur donnée à la hausse, la portée maxima des diffé- 
rentes pièces d'artillerie; soit, avec des pièces identiques, la 
force d'expansion des diverses poudres de guerre. 

Une pièce à feu étant installée en un point A, au bord de 
la mer, le projectile est lancé, à tir perdu. Au moment 011 il 
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tombe, oa voit se produire, en_B, une gerbe d'eau, qui est, 
d'ailleurs, visible à de grandes distances; il s'agit, alors, de 
calculer ia distance AB, Dans la pratique, on utilise les télé- 
mètres; nous voulons it.ontrer comment on pourrait résoudre 
le même problème, par de simples chaînages, 

pREuiËHE SOLUTION. — Établissons, en C et D, deux postes 
d'observation; puis, traçons, au bord de la mer, une ligne 
PQR, jalonnée au moyen de piquets suffisamment rapprochés. 
Deux observateurs, placés en 
C et D, détermineront, sur i, 
les deux jalons P, Q respecli- 
vement en ligne droite avec 
le point B, d'une part, et les 
points C, D, d'autre part. Gela 
posé, voici comment on peut 
calculer la longueur AB que 
nous désignerons par x. 

Le théorème de Stewart, ap- 
pliquéau triangleABD.donne 
ÂÛ^BQ + x^.DQ = ÀQ'(DQ 

+ BQ) + DQ.QB.DB 
ou 

(1) JAQ'^BU^Q 

+ BQ(Ag'-ADVDg')=l)0^' ^, 

De même 

(2) (au* + bP*)CP + BP(IP' - ÂÛ' + Uï'-) ^ CPj!' 
D'autre part, le triangle BCD et la transversale PQR donnent 

(3) BP.DQ.RG - CP.BQ.RD. 

Les égalités (1), (2) et (3) déterminent BP, BQ et a;. Pour 
dégager l'inconnue principale, la quantité œ, on devrait éli- 
miner les inconnues auxiliaires que nous avons introduites ; 
BP et BQ. Cette élimination n'offre aucune difficulté; elle 
conduit à une équation bicarrée eu x. Mais la complication 
même de ce résultai, dans un problème qui est du premier 
degré, nous avertit que la marche suivie est susceptible de 
simplification notables. C'est ce qu'il est aisé de vérifier. 

Observons, d'abord, que rien ne s'oppose à ce que la droite PQ, 
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qui est arbitrairement choisie, soit tracée parallèlement à CD. 
Le quadrilatère PQCD (fg. 304} étant 
jiB un trapèze, on a 



y-' / CD - PQ 

/ ^ eu - PQ 

■' Nous pourrons donc calculer, 

directement, en utilisant ces for- 
mules, les inconnues auxiliaires. 
Les longueurs BP, BQ une fois déter- 
minées, la distance x s'obtient par 
la formule (1), ou par la formule (2), 
Fig.Sûi. indifféremment. On a même, de la 

sorte, une vérification des calcula "précédents. 

Malgré cette remarque, la solution précédente reste com- 
pliquée; celle que nous allons développer maintenant est sen- 
siblement plus pratique; nous allons trouver, en l'exposant, 
une nouvelle et intéressante application de la tranformation 
homologique. 

Seconde solution. — Soit As la ligne de tir; jalonuons sur 
le rivage une droite Ay et, sur Ay, dans la région DD', utile 
aux observations, plaçons des 
piquets équidistanis. Nous sup- 
poserons d'ailleurs qu'ils se dis- 
tinguent facilement les uns des 
autres, par les signaux différents 
dont ils sont munis. 

Sur une droite kx, telle que 
X&.// — yAz, installons, en G, un 
poste d'observation. Leprojectile 
lancâ do A tombe dans la mer et 
comme nous l'avons déjà dit, 
soulève, dans sa chute, au point 
B, uno gorbo d'eau, visible pen- 
dant quelques secondes. L'ob- 
'*■ ■ servateur, placé en A, vérifie quel 

est le poleau D qui est situé sur CB. En élevant, en D, une 
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perpendiculaire DH, on calcule AB par la formule précédem- 
ment démontrée (§ 111). 

v.x — = — L 

^^ AB AH AC' 

Mais on simplifiera le calcul, en opérant comme nous allons 
rindiquer. 

Plaçons sur Aa?, en G', un second poste d'observation. Soit 
D' le poteau qui se trouve sur G'B; nous avons encore 

(2) -L = -i L. 

^ ' AB AH' AC 

Des égalités (1) et (% on déduit 

1 I 

ÂB "^ lÛ AH' AD' 



AH AD 



AB AC 
On tire, de là, la formule que nous avions en vue 

On peut alors, sans avoir à effectuer aucun Iracé, calculer la 
portée des pièces; les coups se succédant à intervalles aussi 
rapprochés que Ton voudra. Il est facile d'en voir la raison. 

A chaque coup de feu, les opérateurs G, G', prennent note 
du poteau qu'ils ont observé et qui correspond à la gerbe 
d'eau provoquée par la chute du projectile. Les expériences 
terminées, ils rapprochent leurs observations; puis, en opérant 
séparément, pour avoir une vérification des calculs, ils déter- 
minent la longueur AB, par la formule (3). Bien entendu, les 
longueurs AG, AG' ont été mesurées, une fois pour toutes, 
avec le plus grand soin ; de plus, on connaît les distances, au 
point A, des différents poteaux placés sur A^. 

118. L'ouverture de la parallèle. — Supposons que 
AB représente un côté d'une enceinte fortifiée; par un point 
donné M, on propose de tracer une tranchée parallèle à AB. 
Ge problème nous a déjà occupé (chapitre VI, §§ 60 à 67), 
mais nous y revenons, une fois encore, pour indiquer une 
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solution d'un caractère plus pratique, sachant, dans le cas 
présent, que la longueur AB est, relativement, assez faible. 

Imaginons que, dans l'espace accessible, 
on prenne, arbitrairement, sur les prolonge- 
ments des droites AM, BM, deux points C, 
D. De ces points, visons, successivement, 
B, A; puis, traçons GP et DQ, respective- 
ment parallèles aux lignes DB, CA; la 
droite PQ, ainsi obtenue, est parallèle à 
AB (*). Il suffit alors, de mener, par M, une 
parallèle à PQ ; ce tracé n'offre plus aucune 
difficulté puisque PQ est situé dans la région 
accessible. 

On doit observer que la droite PQ sera 
dans tous les cas, aussi rapprochée que 
Ton voudra du point M; il suffit de choisir, 
les postes d'observation C, D, dans le voisinage de ce point. 

(A suivre.) 



Fig. 806. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin, professeur au Collège de Gourd emanche. 

[Suite^ voir p. 62.) 



111. — Sur une droite OX on porte, à partir d'un point 
fixe 0, des longueurs OA', OB', 00! proportionnelles à 
sin 2A, sin 2B, sin 2G; A, B, G étant les angles d'un triangle; 
ef, on fait, en A', B', G', avec OX, des angles égaux aux complé- 
ments de A, B, G. Démontrer que : 

(*) Celte propriété élémentaire est connue (V. YEducatwnal Times 
question 9681. Cette question est résolue dans le numéro d'octobre 18S8 
de cette pubUcation). Elle se démontre, bien simplement, en observant 
que les triangles semblables de la figure considérée donnent 

MP_MD MQ_MG 

MG~"MB' ® MD~MÂ' 
MP MA 
d'où l'on tire MQ = MB* 
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1® Les côtés non communs de ces angles se coupent en un 
même point T ; 

^ Si TQ est perpendiculaire surOX, TQ est proportionnelle 
à 2 cos k cos B cos G; 

3® L'angle OTQ est l'angle ip défini par la relation : 

tgcp =tgA+tgB + tgC; 

4*» Soit OY une perpendiculaire à OX, les droites TA', TB', 
TC rencontrent OY en k\ W, G\ On a 

TA'. A' A' = TB'.B'B' = TC.C'G'; 

S® Si, en A',B', G', on élève respectivement des perpendicu- 
laires à TA', TB', TC', ces perpendiculaires coupent OY en 

Al, Bj, Gi, On a : 

k^k!' = B,B" = Gfi\ 

112. — Un point quelconque M, son complémentaire M^, 
son anti-complémentaire M,, et le centre de gravité du triangle 
sont quatre points en ligne droite dans, l'ordre MOM^M,; et 
l'on a 

GM, = iGM = tMiM,. 
2 5 

113. — 1® Par le pied H de la hauteur AH d'un triangle, 
mener deux droites HD, HE, également inclinées sur cette 
hauteur et telle que le triangle HDE soit maximum. 

2® Soit X l'angle AHD qui répond à la question ; y, z des 
angles analogues pour les deux autres hauteurs ; on a : 
cotg oî.cotg y.cotg js = tg A.tg B.tg G 
tg' a; -f- tg' y + tg* ^ = i . 
3° Vérifier que la droite ED coupe le côté BG en un point F 
qui est le conjugué harmonique de H par rapport à BG. 
40 Calculer l'angle EFH, de ED et du côté BG. 

114. — Résoudre l'équation : 

sin (a + 3a;) = 3 sin (a — x). 

On a successivement : 
sin (« -H 3a?) _ _ sin a cos 3a? + cos a sin 3x __ tg a cos 3a? + sin 3^ 

sin {a — x) ^ "" sin a cos x — cos a sin a: "~ tg a cos a? — sin a; * 

,, , ^3 sin X -h sin 3aj 

d'où tg a = r- — 5 ; 

cos 3a? — 3 cos a? 
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puis 

I — Ig (7 . , r ^ cos Zx + sin 3a; — 3(cos x — sin x) 

— = tff (45" — a] =; ^^ • 

I + Ig a ° ^ cos Sa? — sin 3a; — 3(co8 x -h sin x) 

4 cos^a; — 6 cos a? + 6 sin a? — 4 sin* a; 

""" 4 cos^a; -- 6 cos a; — 6 sin a? 4- 4 sin* a?' 

. , - , 2(cos*a; — sin*a;) — 3(cosa? — sina;) 

tff (45« — o] = — ^ î ' 

2(cos* X -H sin* x) — 3(co8 x + sin x) 

cos a; — sin a; cos' a?— 2 sina;cosa;+sin^a; (cos a;— sin a;)* 

cosaj+sina? cos* a; + 2 sin a? cos a; + sin* a; (cos a? + sin a;)* 

d'où tg (45<» - a;) = y^tg (45» - a). 

115. — Éliminer xelj entre les éqtmtions : 

2tg^ 2tg? 

a = + 



2(a -4- 2) 

= cos 2X -H cos 2y, 

2 — a 

sin^ X 4- sin* y = 2m. 



On a ; 



2 tg- 

2 sm a? 



(-«!)•■ 



-h sin a;' 



,, , sin X sin y sin a; -f sin y 4- 2 sin x sin y 

d ou a = : — = : — = —• , 

I 4- sin a; i 4- sin y i + sin a; 4- sin y 4- sin x sin y 

2(2 4- a) . . . 

= 2 — 2lsin* X 4- sm* y) 

2 — a 

= 2 — 2(sinaj4-siny)*4-4sinaîsiny (sina?4-sinî/)*— 3sina; sin y (sin a; 4- sin y) 
= 2tn. 

Posons, pour abréger: 

S = sin a; 4- sin y, P = sin x sin y. 

On est ramen'ë à éliminer S et P entre les trois relations suivantes : 

,,. S4-2 P 

(1) ^ = i+S4-P ' 

2 -ha 

(2) -^I_=i_s*4-2P, ■ 

2 — a 

(3) S* — 3PS = 2m. 

(2) donne P = -^^ 4- S*, 

2 — a 
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et alors (1) détermine S : 

a(S« + aS = 2(S -t S») 

d'où l*S=o; 2. îliUÎiî = s. 

a — 2 

L'hypothèse S = o entraîne m = o. 

L'hypothèse S = -^ entraîne P = ^: 

o — 2 (2 — a)> ' 

puis (3) : ( I — a){a* — 20 — 2) = m(a — 2)^ 

(A suivre,) 



QUESTIONS D'EXAMEN 



14. — Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connais- 
sant la hauteur h et le rayon r du cercle inscrit. 

(Satn«-Cyr, p. 22.) (♦) 

Soitis l'hypothénuse demandée; a;, y désignant les côtés de l'angle droit 

On a 

hz = xy, 

5* = a:* -f- y*. 

2r = x-^y — s. 

2,r 

Par suite *= r ' /i — 2r>o; 

h — 2r 

15. — Rendre calculable par logarithmes 



X = \/o* — 6* cos" A. 



!• Si l'on suppose a < 6, on peut poser 

a = b C0S9, 
et Ton a 



(Id.) 



X 



I -— /COS 39 — C08 2 A 

== b^coa} ç — COS* A = fe W ^ 1 



ou xz= b^sm (A — 9) sin (A + 9). 

2* Si l'on a, au contraire, a > 6, on calculera l'angle auxiliaire 9', par 
la formule 

b COS A = a COS 9'. 
Dans ce cas, 

a; = a sin 9'. 

(*] Voyez la collection publiée par la librairie Groville-Morant^SO, rue 
de la Sorbonne. 
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16. — Étant données deux circonférences A, A"; on propose 
de mener, par un point donné M, une transversale rencon- 
trant: A en A; A' en A'; de telle sorte que le produit M A.M A", 
soit égal à une quantité donnée R». ^École Navale, p. 108.) 

On applique la transfonnation par rayons vecteurs réciproques , à Tune 
des circonférences données. 

17. — On donne une circonférence F et une droite A ; par 
un point A, pris sur F, mener une transversale coupant: F, en 
B; A, en G; de telle sorte que 

AB.AG = R«. t/rf.p.97.) 

On applique encore la transformation par rayons vecteurs réciproques : 
soit, à A ; soit, à F. 

18. — Dans un triangle ABC, on abaisse, du sommet G, 
une perpendiculaire GH sur AB. On propose de construire ce 
triangle; connaissant: BG, l'angle A, et le produit BH.BA 

= ^** (/rf., p. 68.) 

Après avoir décrit, sur BG, Tare capable de l'angle donné A; on trans- 
forme, par rayons vecteurs réciproques, la circonférence ainsi obtenue. 

19. — Les diagonales d'un carré ABCD se coupant au point 
0, on prend OA' = OB' = 00^=:^ OD' = x. Par les points A', 
B', G', D', on élève des perpendiculaires aux diagonales AG, 
BD; elles déterminent un carré PQRS qui sert de base à une 
pyramide dont les faces sont constituées par les triangles 
isoscëles APQ, BQR, GRS, DSP. Étudier le volume de cette 
pyramide. (/d,p.82.) 

Le volume de la pyramide en question est 

■X x^ \J[a — x)* — aj« = » a?*\/a« — 200?, 
2a, désignant la longueur des diagonales AG, BD; etc.. le maximum a 

lieu pour x^^-a, 
b 

(A suivre.) 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

Session d'Avril 1888. 



MONTPELLIER 

1'* série. — Résoudre les équations 

X y 
C08 a? 4- cos y = m, tg - tg - = n; 

m, n désignant deux quantités données. 
N.'B. — On pourra prendre, comme inconnues, ces x, cos y. 

2* série. ^ Un triangle rectangle tourne autour d*une droite parallèle 
à rhypoténuse et située à une distance donnée h de celle-ci. 

Soient z la longueur de Thypoténuse et u celle de la hauteur corres- 
pondante. 

On propose : 

l*" De trouver, en fonction de h, l'expression du volume engendré; 

2<* De déterminer z en supposant connus : le volume engendré et l*aire 
du triangle donné. 

3* série. — Par Tun des points d'intersection A de deux cercles don- 
nés, de grandeur et de position, ayant pour centres respectifs 0, 0', ou 
mène une sécante GAG' telle, que la somme des aires des triangles GOA, 
C'O'A soit donnée. Déterminer Tangle à la base de chacun de ces deux 
triangles. 

N.'B, — Uangle OAOT est connu, on le désignera par 0. 

4* série. — Un triangle rectangle, dont Taire est donnée, tourne, suc- 
cessivement, autour de l'hypoténuse et autour des côtés deTangle droit. 

Soient Vj, Y,, V, les volumes ainsi engendrés; on suppose que 

Vt=V,4.V3; 
déterminer, diaprés cela, les côtés du triangle. 

RENNES 

1'* série. — i" Discussion des formules qui permettent de résoudre 

les équations simultanées 

aa? + 6y = c, 

a'x -h b'y = C. 

â*" Dans un triangle ABG, on donne la base BG = a, la somme B+G=0 
des deux angles à la base, et l'aire k* de ce triangle. 

Résoudre le triangle, et discuter les conditions de possibilité, en cher- 
chant à évaluer la différence B — C. 

2* série. -^ l** Volume engendré par un segment de cercle tournant 
autour d'un diamètre qui ne traverse pas sa surface. Quelle est la surface 
totale du corps ainsi engendré ? 
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2« Soient les équations. 

(1) ' x^-i-px + q=.o, 

(2) y» -h (k +^)w-HP' -^ ^(ft -^) = o, 

et 

(3) a« — zyi4-g = o, «« — jïî/a + g = o; 
dans lesquelles t/i^ y, désignent les racines de (2). 

!• Montrer que si (1) a des racines réelles, il en est de môme des équa- 
tions (2) et (3). 

2* Xi, x^ désignant les racines de (1), exprimer celles des équations (2) 
et (3), en fonction de Xi, X2, et k, 

3* série. — 1* Établir les formules qui permettent de calculer le rayon 
R et Tapothème A d'un polygone régulier, de périmètre donné, connais- 
sant le rayon r et Tapothème a du polygone régulier de même périmètre, 
mais dont le nombre des côtés est moitié moindre. Prouver que Ton a 

R — A< 

4 
2* Résoudre, par rapport h x, y les équations 

X cos a 4- 2/ sin a = a cos 3a, 

a? sin a — y cos a = 3a sin 3a, 
et déterminer les valeurs de a pour lesquelles o;^ + 2/* a la plus grande 
ou la plus petite valeur possible. 
4* série. — 1» Résolution de Téquation bicarrée. Condition pour que 

les racines soient réelles, ou imaginaires de la forme ^V-~ i> ^^ imagi- 
naires de la forme a •+• p\/— T. 

1* Dans une circonférence de rayon a, on trace une corde AA', laquelle 
est vue, du centre, sous l'angle 2a. Trouver, sur la circonférence, un point 
M tel que 

MA* + ma'" = 4m«. 
Déterminer le maximum ou le minimum de mK 
N.-B. — On prendra pour inconnue Tangle MO A = x. 



ADMISSION A L'ECOLE FORESTIERE 

CONCOURS DE 1888 



COMPOSITIONS ÉCRITES 

Mathématiques. 

I. — a et 6 désignant les côtés de Paugle droit d^un triangle rectangle, 
h la hauteur perpendiculaire sur Thypoténuse, prouver la relation 

I I I 

En conclure le moyen de construire, géométriquement, la longueur h 
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donnée par la relation 

|i _ I I I 

où a, 6 ,., l sont des longueurs données, en nombre quelconque. 

II. — Un voyageur doit se rendre du point A au point G par la voie 
ferrée AX et par une voie parlant d'un point indéterminé B de AX et se 
dirigeant vers le point G. On demande de déterminer le point B de façon 
que sa dépense soit minima, sachant que, payant place entière sur la 

voie BG, le voyageur paie seulement - du tarif sur la voie AX. 

n 

On interprétera toutes les solutions, et Ton examinera spécialement les 

cas de n = 00 et de n = i . 

Trigonométrie et calcul logarithmique. 

I. — Trouver la dififérence de hauteur de deux points inaccessibles. 

II. — On donne, dans un triangle, les trois hauteurs : 

h= i2,566-,368, 
h'= 9,424-,776, 
h''= 7.539-,82o8. 
On demande les côtés et les angles. 

Nota. — A partir du !•' janvier 1889, tous les élèves de l'École natio- 
nale Forestière, se recruteront parmi les élèves diplômés de Tlnstitut 
national Agronomique. 



INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE 



Première Session. — Octobre 1888. 

I. — Les bases d'un tronc de cône et sa surface latérale touchent une 
sphère de rayon a; le contact de la sphère et de la surface a lieu tout le 
lonjç d'un cercle : en d'autres termes, la sphère et la surface latérale du 
tronc sont circonscrites l'une à l'autre. On demande : . 

!• D'évaluer le volume du tronc en fonction du rayon a et du rayon H. 
de l'une des bases du tronc ; 

3* D'évaluer la surface latérale de ce tronc, en fonction des mêmes quan- 
tités; 

30 De déterminer le rayon R de l'une des bases du tronc, de telle sorte 
que la surface de cette base, augmentée de la surface latérale du tronc 
donne un résultat minimum; 

4« Le tronc qui répond à ce minimum touche la sphère suivant un 
cercle G dont on demande de calculer le rayon en fonction de a; 

5* Enfin, on demande d'évaluer les volumes des segments déterminés 
dans la sphère, par le plan du cercle en fonction de a. 

II. — Quelle somme d'argent faut-il déposer chaqne année, chez un 
banquier, pour obtenir, au bout de 30 ans, un capital de 150000 francs. 
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On supposera que la première annuité est payée immédiatement et que 
le capital de 150000 francs ne sera touché qu'un an après le dépôt de la 
dernière annuité. 

Le taux de Tintérêt est supposé égal à 3.5 0/0. 

Deuxième Session. — Novembre 1888. 

I. — Calculer le sinus de 15« 23' 35'M 2, à l'aide des tables de logarithmes. 

II. — Un tronc de cône a pour bases un grand cercle d'une sphère de 
rayon R et un petit cercle de la même sphère dont le rayon est r. On 
demande de calculer le volume et la surface latérale de ce tronc. 

III. — Du tronc de cône en question, on retranche le volume d'un cône 
ayant la môme hauteur que le tronc et pour base le cercle de rayon r 
qui sert de base au tronc. On demande de déterminer r de manière que 
ce reste soit le plus grand possible. 



BIBLIOGRAPHIE 



A Sequel to the flrst six bocks of the Elément of Euclid con- 
taining an easy introduction to modem Geometry , with numerous exem- 
ples by John Casey LL. D., F. R. S. Fifth édition, revised and enlarged 
Dublin : Hodges, Figgis and G», Gcafton Street, 104. — London : 
Longmanns, Green and G».) Price : 3 sh. 6 d. = 4 fr. 40. 

Avant d'aborder l'étude de )a Géométrie supérieure, il est nécessaire 
de posséder certaines connaissances élémentaires qui permettent de 
comprendre facilement les grandes théories que l'on se propose d'étudier 
dans la suite. A ce point de vue Touvrage de M. Gasey peut être con- 
sidéré comme une Introduction aux ouvrages de Poncelet, Ghasles, Sal- 
mon et Townsend. La rapidité avec laquelle se sont succédé les édi- 
tions de A Sequel to Euclid montre le succès qu'a obtenu cet ouvrage. La 
première édition a paru en 1881, la seconde en 1882, la troisième en 1884, 
la quatrième on 1886, enfin la cinquième en décembre 1888; et l'on peut 
prédire, sans crainte de se tromper, qu'elle sera suivie de beaucoup 
d'autres. Le livre de M. Gasey est un mélange de Théorèmes et de pro- 
blêmes; il peut être comparé au traité classique de M. Gatalan (*); il pos- 
sède les mêmes qualités : il est simple, clair, concis; et, sous un petit 
volume, renferme beaucoup de faits. Dans les 248 pages qui forment le 
volume, on trouve la démonstration de 201 propositions. Beaucoup de 
théorèmes sont démontrés de plusieurs manières différentes, et la plupart 
d'entre eux sont suivis de nombreux corollaires formant un intéressant 
complément anx matières développées dans le corps du volume. De nom- 
breux exercices suivent chacune des grandes divisions du livre. Ils sont 
judicieusement choisis et, par leur variété, permettent au lecteur de se 
familiariser rapidement avec les propositions et les théories nouvelles 

(*) Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentairey par Eugène Gatalan, 
6" édition ; Dunod, éditeur. 
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exposées dans le cours de l'ouvrage. Souvent M. Gasey Indique les résul- 
tats auxquels on doit parvenir; parfois aussi, il donne un aperçu som- 
maire de la démonstration. 

L'ouvrage est divisé en six livres, subdivisés eux-mêmes en sections. 
Les quatre premiers livres traitent de problèmes particuliers sur les points 
en ligne droite, les droites concourantes, les maxima et minima, les 
cercles orthogonaux, les axes radicaux, les constructions de triangles, 
les propriétés élémentaires des pôles et des polaires, le centre des 
moyennes distances. 

... Cette partie est surtout remarquable par les démonstrations nou- 
velles que donne l'auteur. 

Le livre slï (le cinquième n^existe pas) divisé en huit sections, est 
le plus important ; il comprend : 1* des additions aux matières traitées 
précédemment ; 2* les centres de similitude ; S» la théorie de la division 
harmonique; 4* théorie de l'inversion; 5* les cercles ayant môme axe 
radical ; 6** théorie du rapport anharmonique ; 7<* théorie des pôles, polaires, 
et des polaires réciproques; 8* exercices divers. Dans ce livre, l'auteur 
s'est attaché à simplifier, à rendre élégantes et élémentaires les théories 
et les démonstrations données par Ghasies, Salmon et Tovnisend. Nous 
signalerons encore, comme particulièrement remarquable et intéressante, 
la solution du problème de Malfatti (pages 15^-155), la généralisation du 
théorème de Fucrbach par le D' Hart (p. 106-107), le théorème de Miquel 
(p. 151-152). 

L'ouvrage se termine par un chapitre supplémentaire consacré à la 
géoniélrie récente. Ce chapitre (83 pages) est celui qui a recul 9 plus de 
modifications dans les diverses éditions du A seqitel to Eudid, et cela tient 
aux progrès incessants de cette branche des mathématiques. L'auteur 
étudie d'abord les points inverses, les points réciproques, les symédianes, 
le point de Lemoine et l'angle de Brocard. Il donne ensuite la théorie de 
deux figures directement semblables, puis la théorie d'un système de trois 
figures, d'où il déduit, comme cas particuliers, les propriétés des points 
et triangles de Brocard; puis les cercles célèbres, ceux de Brocard, de 
Tucker, de Lemoine, de Taylor, le cercle des neuf points, etc. M. John 
Gasey passe ensuite à la théorie des polygones harmoniques et des figures 
associées dont les développements, comme Ton sait, sont dus en grande 
partie à MM. Neuberg, Tarry et Simmons. Gomme on le voit, M. Gasey 
donne d'abord les méthodes générales d'où il conclut les propriétés par- 
ticulières du triangle; cette méthode est plus élégante que celle de 
M. Simmons (voir Companion to the weekly problem papers de M. Milne> 
Celle-ci va du simple au général, mais elle est moins élémentaire C<^). 

Ceux qui connaissent Téminent Géomètre, qui, depuis trente ans, fait 
autorité dans les universités de la Grande-Bretagne, pourront vérifier que 
\e A Sequel to Endid ehi à la hauteur de la réputation du maître. Nousespé- 



(*) La traduction en français, du chapitre supplémentaire se rapportant 
à la géométrie élémentaire récente, a paru dans le numéro de janvier- 
février 1889 de Mathésis. On ne saurait trop remercier les rédacteurs de 
ce recueil mathématique, MM. P. Mansion et J. Neuberg, de leur excel- 
lente idée. Les amis de la Géométrie du triangle leur sauront gré de leurs 
eôbrts continuels pour faire connaître et prospérer cette science si pleine 
d'intérêt et si féconde. 
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rons que la nouvelle édition de ce livre, dont la réputation n'est plus à 
faire, sera, comme elle le mérite, favorablement accueillie et justement 
appréciée par les professeurs et les élèves ; tous peuvent être persuadés 
qu'ils ne regretteront pas le temps qu'ils auront consacré à la lecture 
de ce précieux ouvrage. g V,^^^,^ 

Nous appelons Tattention de nos lecteurs, candidats au baccalauréat es 
sciences, sur la publication suivante qui vient de paraître à la librairie 
Groville Morant, 20, rue de la Sorbonne. Chacune des brochures annoncées 
se vend séparément. 

NOUVELLES ANNALES SCIENTIFIQUES 

ET LITTÉRAIRES 

DU BACCALAURÉAT ES SCIENCES 

( Énoncés des questions do Mathématiques et de Physique avec Solutions et Discussions 

des Problèmes 
Textes et traductions des Versions latines.) 

Session de novembre 4888. 

Académie d'Aix, Lille, Poitiers, Rennes ; chacune fr. 50 c. ; 

Académie d'Alger, Toulouse, fr. 25 c. ; 

Académie de Besançon, Bordeaux, Gaen, Dijon, Grenoble, Nancy; 0fr.75c 

Académie de Clermont, Lyon, Montpellier, 1 fr. ; 

Académie de Paris. 2 francs. 

Mathématiques et Mathématiciens, Pensées et Curiosités recueil- 
lies par A. Rebière. — Paris, librairie Nony, rue des Écoles, 17. — Un 
vol. in-8«». Prix franco : 3 fr. 50 et sur Hollande : 7 fr. 50. 



QUESTIONS 261 ET 305 

S^olntion par M. E. Vigarié, étudiant à la Faculté des sciences de Toulouse 



Si Von mène, par les trois sommets d'un Ifiangle^ des droites fai- 
sant , avec un are quelconque du plan de ce triangle, des anghs 
égaux et de sens contraire, respectivement à ceux que font les 
hauteun avec cet axe; les trois droites, ainsi menées, concourent 
en un même point, situé sur le cercle circonscrit au triangle. 

Existe-t-il trois droites concourantes, respectivemeut issues des 
sommets du triangle, autres que les hauteurs, et telles que les 
droites analogues à celles de l'énoncé précédent soient également 
concourantes ? (d'Ocagne.) 

Soient A'B'C un triangle, H', H" H'" les pieds des hauteurs, 
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et H leur point de concours. Désignons par a, B, y les points oîi 
une droite A rencontre les hauteurs. Menons les droites B'p' 
GY faisant, avec A, des angles égaux à ceux que font B'p, C'y 
avec A, et en sens contraires. Ces droites se coupent en M. 
Dans les triangles semblables p'M/, pHy les angles en M, H 
sont égaux ; or Tangle en H étant le supplémentaire de Tangle 
A', il en est de même de Tangle M. Les droites AV, B'p', C'y 
concourent donc en un même point M situé sur le cercle 
circonscrit ABC. L'angle en M est égal à Tangle A' ou à son 
supplément, suivant que le point M se trouve sur les arcs 
B'A'C ou B'C'N. Donc pour que trois droites quelconques conœu- 
rant en H, donnent, par la construction indiquée dans renoncé, 
un point du cercle circonscrit, il faut et il suffit que V angle B'HC 
soit égal à V angle A' ou à son supplément; il faut, par conséquent, 
que le point H soit, lui-même, un point du cercle circonscrit. 

Considérons maintenant le triangle ABC, obtenu en menant, 
par les sommets de A'B'C, des parallèles aux côtés opposés. 
Nous observons qu'un côté quelconque, A'C par exemple, a 
pour symétrique, par rapport â A; la droite By'; on obtient donc 
ainsi la proposition suivante, en observant que le cercle A'B'C 
est le cercle des neuf points du triangle ABC : 

Par les milieux A', B', C des côtés d'un triangle quelconque ABC, 
on mène les symétriques de BC, CA, AB,par rapport à une direc- 
tion donnée A. Ces trois droites concourent en un point du cercle 
des neuf points du triangle ABC. 

C'est renoncé de la question 303, proposée par M. Lemoine. 

Nota. — Autre solution par M. I. Beyens, capitaine du Génie, à Cadix. 



QUESTION 280 

Siolotion par G. Lavieuville, professeur au Collège de Dieppe. 



071 a 
(a + c)(a -h 2C) . . . (a + ne) + (— i)"-*(b -h c)(b -f- 2c) . . . (b -+- ne) 

= IR[a 4- b + (n + i)c]. 

(Catalan.) 
En eiïet, remplaçons a par 

— [6 4- (n -f- i)c], 
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le premier membre de l'égalité à vérifier devient: 

(-i)»(64-wc). . .(64-2c)(6H-c)-h(~ if-*(64-c)(6+2c). . .(b-{-nc)., 
quanlilé identiquement nulle. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Ignacio Bcyeus, capitaine du 
génie, à Cadix; Henry Galopeau, étudiant à Bordeaux; A. Boulin, pro- 
fesseur au collège de Gourdemanche. 



QUESTION 281 

lÉ^olutlon par M. Al. Goovert, élève au lycée Gondorcet. 



On donne un angle xCy. Par le sommet de cet angle, on fait 
passer une circonférence quelconque A; et l'on jointe par une 
droite, les points k, B ou die rencontre les côtés de V angle. Le 

diamètre parallèle à celte droite 
coupe A vn deux points M, M' 
dont on demande le lieu, lors- 
qu'on fait varier cette courbe. 

(Mannheim.) 

Traçons CM et CM'. Les arcs 
AM', BM étant égaux, on a 
BGM 4- ACM' + Y^^ 
= 2BGM 4- yOX = l^. 
Ainsi, ACM' et BGM sont des anglesconstants, etc., 

Nota. — Solutions analogues par MM. G. Lavieuville, professeur au 
collège de Dieppe; E. Baudran, élève du cours de Saint-Cyr, au collège 
de Dieppe; A Boutin, professeur au collège de Gourdemanche. 




QUESTIONS PROPOSÉES 



314. — Trois points A,B,C se meuvent uniformément sur 
trois droites données dans un même plan. 
Démontrer, géométriquement, que le sommet c d'un triangle 
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abc, semblable au triangle ABC et ayant une i)ase fixe ab 
décrit une circonférence. ' ^ 

Lorsque, sans changer les vitesses des mobiles, on déplace 
parallèlement à elle-même la droite paroourup par C, la cir- t'g 
conférence décrite par c passe par un point fixe. » » » . . i. 

ifl. Neuber^) 

315. — Soient : A'B'C un triangle quelconque, circonscrit 
au triangle ABC ; Oa , 0^, Oc les centres des cercles A'BG, B'GA, 
G'AB ; 0^, OJ,, 0[ les symétriques des points Oa, 05,0c par rap- 
port à BG, GA, AB. Démontrer ; 

1® Que les triangles 0» Ot Oc, 0^ Oj, OJ sont symétriquement . 
semblables ; 

2° Qu'ils ont même orthocentre. 

- (J. Neubcrg.) 

: i ' *. 

316. — On coupe un prisme triangulaire par tous les plans 
faisant avec celui de la section droite un angle donné. Démon- 
trer que les côtés a, 6, c do Tune quelconque des sections 
vérifient une relation de la forme 

Aa« -\- B6« -+- Ce* = D, 

A, B, C, D étant des constantes. 

(J. Neuberg,} 

317. — Soient une circonférence A et deux diamètres rec- 
tangulaires A', A". D'un point M, de A. on abaisse des perpen- 
diculaires MP', MP" sur ces diamètres ; soient P le pôle de la 
droite PT', par rapport à A ; P le pôle de la droite FP', par 
rapport à A ; Q, R, ses projections sur A' A". 

Démontrer que QR est tangente à A. ' (G. L,) 

318. — Étant donnés un triangle et une droite A, soient 
P, Q, R les projections, d'un point quelconque M, de A, sur 
les côtés de ABC. Démontrer : 

1® Que les angles de PQR vérifient constamment une rela- 
tion de la' forme 

p cotg P H- g cotg Q -h ?-cotg R = I ; 

^ Que, si Ton construit sur une base fixe P'Q' un triangle 
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FQ'R' semblable à PQR, le point R' décrit une circon- 
férence. 

(J. Neuèerg.) 

319. — Dans tout quadrilatère convexe, dont les angles 
sont A., B, G, D: 

A B G D .B-f-G.G-4-A 
!• cos — cos — h cos — cos — = sin sin ; 

2 2 2 2 2 2 

^, .A.B G.D .B + C.G-^A 

2<* sin — sin — h sm — sin — = sin sin ; 

2 2 2 2 2 2 . 

.A+Br.A.B .G.D 



sin 



o 



r . A . B . G . Dl 
sin — sin — h sin — sin ~ = 
L 2 2. 2 2 J 



.B-i-Gr.B.G .D.A 
sm 



2 



r . B . G . D . Al 
sin — sin — h sin — sin — ; 
L 2 2 2 2 J 

r A B 
cos — cos — 

L 2 2 



.A4-BrA B G B 

sm cos — cos — h cos — cos — | = 

2 2 2 2 2 



. B + Gr B G 
sin 



r B G D Al 

cos — cos h cos — COa — ! 

L 2 2 2 2 J 



A B + C.G + D .A./^B-t-D\ 
o® 2 COS— cos Sin = — sin — sm ( G H ) 

2 2 2 2 \ 2 / 

.B.B + G .D.G-hD 

•4- Sin — sm h sin — sm • 

2 2 2 2 

/^'^Pf-^c^Çr.y i^.^u..4fu ^^ /^ Catalan.) 

320. — Soient A A', BB' deux^édianes du triangle ABG; 
démontrer que les cercles décrits sur AA' et BB' comme 
diamètres ont pour axe radical la hauteur de ABG qui corres- 
pond au sommet G. (S. Rindi.) 

(Question empruntée au Periodico di Matematicaj numéro d'octobre 1887.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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NOTE SUR LE PROBLÈME DU MYOSOTIS 

Par M. d'Ocagne. 



Je veux simplement faire voir comment la cousidéralioa de 
la symédiane permetde résoudre immédiatement ce problème 
célèbre dont une solulion a été donnée dans ce journal (t. I, 
p. 40) et' qui s'énonce ainsi : 

Oïl forme une ligne polygonale A^k^k^k^. . . dont tous les 
angles sont égaux et dont les côtés successifs forment une progres- 
sion géométrique décroissante — ^ = —^ = ~^~r' ' ' '^^^^^^^ ^^ 

point limitedeceltclignepolygonaleiqm a reçu le nom de myosotis). 

Les triangles AcA^Aj et A^A^Ag sont semblables, par hypo- 
thèse ; donc les angles faits par la symédiane issue de A^ 
dans AoAjAa, avec les côtés AjAo et A^A, sont respectivement 
égaux aux angles faits par la symédiane issue de A,, dans 
AiA.Aj, avec les côtés AjAi et A, A,. 11 en résulte que si ces 
deux symédianes se coupent en L et que Hq et H^ soient les 
pieds des perpendiculaires abaissées de L, sur AqA^ et A^A,, 
les triangles LHoA^ et Llî^k^ sont semblables. Mais, en vertu 
cVune propriété fondamentale de la symédiane, on a 

LHq AqAi ^ 

et, par suite ^ = ^ = èi^. 

De là résulte la similitude des triangles LA^A, et LA,A|. 
Ainsi, CA^i = tA^Aj, 

et, par conséquent EAiAj = £5^4. 

T% t Làcia A«i\« "j^S 

En outre, =--p ~ -^— ^ = -^—^ • 

LA3 A 2 A3 A3 A4 

Du point L, abaissons, sur A^Ajel A3 A4, les perpendiculaires 
LHj et LH3. Les triangles LA^Hj et LA3H3 sont semblables 
puisqu'ils ont leurs trois angles égaux chacun à chacun; donc 

LH LA A A * 

-^ = z— ^ = -7^9 ce qui prouve que le point L appartient 
LU, LA3 A^A^ 

JOURNAL DB MATH. ÉLÂM. — 1889. 5 
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à la symédiane issue de Aj dans le triangle AgAgA^. Il suit de 
là que les symédianes, issues des sommets intermédiaires, de tous 
les triangles formas par trois sommets consécutifs du myosotis con- 
courent aupointL, Comme, d'autre part, la surface du triangle 
LA„An+i décroit indéfiniment, on voit que c'est le point L qui 
est le point limite cherché.. 

Il est d'ailleurs, de toute évidence, que les côtés du myosotis 
sont vus, du point L, sous un même angle, supplément de 
celui que font entre eux ses côtés successifs. Nous avons 
montré, en effet, que les anglesL A^Aq etLA^ A^ sont égaux. Donc 

AiLAj=7: — (LAiA2+LA4Ai)='7r— (LAïAa+LAïAo)^'::— AqAiAjj. 

De là résulte que le cercle circonscrit au triangle A^A^L 
est tangent en A^ à AqAj et en A^ à AgAg. En d'aulres termes : 
touy les cercles ayant pour corde un côté du myosotis et pour 
tangentes, aux extrémités de cette corde, les côtés adjacents passent 
par le point limite. 

Puisque A^L est symédiane du triangle AqA^A, nous dédui- 
sons de là que l'axe radical du cercle passant par Ag et tangent 
en Al à Aq A^, et du cercle passant par Aq ef tangent en A^, à A^Ag, 
est la symédiane issue de A^ du triangle AqAiAj. 

Nous retrouvons ainsi, indirectement, une propriété de la 
symédiane que nous avons déjà signalée ailleurs {NouvrAnn. 
de Math., 1885, p. 366). 



DEMONSTRATION 

d'un théorème d'arithmétique (*) 



La formule des combinaisons conduit, comme on sait, à cette 
position : 

Le produit de p nombres entiers consécutifs est toujours divisible 
par le produit des p premiers nombres. 

Voici une façon simple et peut-être restée inaperçue d'établir 
ce théorème, directement* 



(*) Voyez une autre démonstration : Journal 1881 ; p. 147. 



f^x 
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Admettons que le théorème soit vérifié poarp — i facteurs; 
nous allons montrer qu'il est vrai pour p facteurs. 

Posons 

L\ = (» -4- i)(n -*- 2) . . . (n -H j» — i)(n ^ p). 
Nous avons donc 

U„ = p (fi -h i)(n + 2) . . . (n -h p — i) 
-h(» -4- i)(n H- 2) . . . (n + p — i) H. 
Le premier produit est exactement divisible par 1,3 ... p, 
puisque (n -h i)(n -4- 2) ... (n -4- p — i) est divisible par 
I, 2 ... (p — i); le Ihéorèmc, avons-nous dit, étant vérifié 
pour (p — i) facteurs. 
Il suffit donc d'établir que le second produit 

U«_i = n{n 4- i)(fi -h 2) . . . (n -h p — i) 
est divisible par i, 2 ... p. 

Eu comparant Un, Un-i, on voit que l'expression U^^i se 
déduit de U„ par le changement de nen n — i. 

Le même raisonnement, reproduit sur U^^i, prouve que U«_i 
est divisible par 1,2 ... p, en même temps que Un-2; et ainsi 
de suite. On arrive finalement à reconnaître, que UnOst divisible 
par 1,2 ... 9, si la fonction 

Ui = 1,2 . . . p, 
est, elle-même, divisible par 1,2. . .p; condition manifestement 
remplie. 

Le théorème étant vrai pourp = 2, est donc établi pour 
toutes les valeurs entières de p. ^^^ 



SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 
Par M. A. Bontin, professeur au Collège de Courdemanchc- 



Déflnitions« — On appelle centres isodynamiques d'un tri- 
angle ABC, les deux points communs aux cercles d'Apollo- 
nius, c'est à-dire aux cercles qui ont pour diamètre la distance 
des pieds des bissectrices du même angle. L'un de ces points 
est toujours à l'intérieur du cercle circonscrit à ABC» nous 



• •••••• 
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l'appellerons premier centre isodyaamique, et nous le dcsigDerbns 
par V. L'autre est toujours à l'extérieur du même cercle, nous 
l'appellerons second centre isodynamique, et nous le dcsigneroos 
par W. 





Le premier centre isogone est le point d'où les trois côtés du 
triangle sont yus sous le même angle 120'; nous le désigae- 
ronn parV,; le second centre isogone esl le point d'où deux 
côtés sout vus sous l'angle 60' et le troisième soua l'angle r ao"; 
nous le désignerons par W,. 
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Les deux centrai isodynamîques sont tripolairement associés, 
il en est de même des deux centres isogones, c'est-à-dire que 
l'on a: 

VA _ VB _ VG 

WA "■ WB "^ WC ' 
V,A _ V^ _ V^ 

W,A "" W,B "^ W,C * 

Les coordonnées barycentriques do ces points sout : 
(V) a:p:Y=sinAcos(A— 3o«):siuBcos(B--3o<>):sinGcos(G— SC^), 
(W)a:p:Y=:sinAcos(A-i-3o"):sinBcos(BH-3o®):sinCcos(G-h3o®), 
/y \ -r. — sin A ^ sin B sin G 

^ «^ *'P*ï-cos (A - 3o<») ' cos (B - 3o«) * cos (G - 3o«) 

,,, , ^ sin A sin B sin G 

( W )a*6*Y^ • • • 

^ '^ '^' ' cos (A + 3o«) * cos (B + 3o«j ' cos ^G -h 3o«) 

Les centres isogones sont les inverses des centres isodyna- 
miques. 

On appelle cercles de Schoule le lieu des points tels que si 
chacun d'eux est projeté orthogonalemont sur les côtés do 
ABG, en A^, Bj, G^ tous cos triangles A^ B^ G^ ont même angle 
de Brocard Oi. 

Le lieu géométrique des centres des cercles de Schoutc est 
le diamètre de Brocard, ligne droite qui joint le centre du 
cercle cil conscrit au point de Lemoine K. 

Endésiguant parp lo rayon d'un cercle do Schoutc, on a 

^_ R»sin«e(i ~4sin'e,) 

^ ~ sin» (Ô + Oi) 

_ 4R» sin' Q sin (3o^ - 6,) sin (3o^ -h 6,) 
~" sin* (ô -f- ÔJ 

Dans cette formule (je ne sais si elle a été donnée) : R est le 
rayon du cercle circonscrit, Ô est Tangle de Brocard de ABG; 
enfin, 6j désigne Tangle de Brocard, correspondant au cercle do 
Schoute. 

I. — Trouver dans le plan d'un triangle ABG, deux points teU 
qui les triangles obtenus en les projetant sur les côtés de ABC 
soient équilatéraux. 

La relation = 30*^ entraîne pour un triangle Tégalité des 
côtés. Les points cherchés appartiennent donc aux cercles de 
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Schoute correspondant à la valeur Ôj = =b 3o*^. Mais pour cette 
valeur p s'annule, et le cercle correspondant se réduit à son 
centre: les points cherchés sont donc les centres des cercles 
de Schoute dont les rayons sont nuls. 

L'équation générale des cercles de Schoute, en coordonnées 
normales, est : 

llyz sin (A — 6^) — sin O^So?' — o. 

Dans le cas oîi 6^ — 3o°, on a 

Syz sin (A. — 3o®j — sin 3o** Sa;'* = o. 
Les équations du centre sont : 

i \y sin (G - 3o°) + z sin (B - 3o«) - oc\ 
^\\x sin (C - 3o^) 4- z sin (A - 3o°) - 2^1 

= - Le sin (B — 3o°) + y sin (A — 3o<*) — ^ ; 

ce qui donne, pour les coordonnées normales d'un des points 

cherchés : 

CD : 1/ : ^ = cos (A - 3o°) : cos (B + 3o«) : cos (G - 3o^). 

Ge point est le premier centre isodynamique V. D'ailleurs, 
p s'annule pour 6^ == — 3o® ; on a donc 

x\y\z = m^{k + 3o«) : cos (B + 3o<^) : cos (G + 3o<>); 
formules permettant de calculer les coordonnées du second 
cenlre isodynamique W. 

Nous appellerons premier triangle podaire équilatéral celui 
qui est relatif à V; second triangle podaire équilatéral celui 
qui est relatif à W. (A suivre,) 

»^^»^^^^— ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■■■■,, . , I I ■ ■ I ■ ■ »^^— ^^*^^— ^^»^1^P— ^l^i— «W^^^M^^^^^M^^—— > 

LES PROJECTIONS POLYÉDRIQUES (*) 

Projection orthographique horizontale. — Soit à 
construire la projection orthographique de la surface terrestre 
sur le plan horizontal d'un lieu donné quelconque. Nous sup- 

(*) Cette note est empruntée à Touvrage de M. Porchon, Cours de Cosmo- 
graphie, à Tusage des aspirants au Baccalauréat es sciences et des can- 
didats aux écoles du Gouvernement. (Félix Alcan, éditeur; 108, boulevard 
Saint-Germain). Les projections polyédriques ont été récemment intro- 
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poserons ce plan horizontal mené par le centre de la terre : 
c'est notre plan horizontal de projection. 

La base de l'hémisphère dont le lieu donné est le pôle 
géométrique se projette horizontalement en vraie grandeur 
suivant le cercle AGBD : le centre est la projection du lieu. 
Le plan méridien du lieu, que nous appellerons premier méri- 
dien, étant perpendiculaire au plan de l'horizon, nous le 




A — 



H 



prendrons pour le plan vertical de projection; sa trace hori- 
zontale CD servira de ligne de terre. CD est, à la fois, la projec- 
tion horizontale de Taxe terrestre et celle du premier méri- 
dien. La projection verticale de Taxe terrestre sera la droite PQ 
faisant avec CD un angle égal à la latitude du lieu considéré. 

Projection des pôles. — Les projections verticales des pôles 
sont les points P et Q, et leurs projections horizontales sont 
les pieds p et q des lignes de rappel passant par ces points. 

duites dans les programmes des examens d^admission à Técole de Saint- 
Cyr. Quelques uns de nos lecteurs liront avec intérêt cet article, dont la 
fin sera publie'e dans le prochain numéro du journal. MM. Porchon et 
Alcan nous ont gracieusement autorisé à faire cet emprunt à leur ouvrage ; 
nous leur adressons ici tous nos rcmerciments. G. L. 
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Projections de Véqaateur. — Le plan de Téquateur étant per- 
pendiculaire à la ligne des pôles, ses traces seront les perpen- 
diculaires AB et EF aux projections de cette ligne. Ainsi AB 
est le grand axe do la projection horizontale de lequateur, et 
efy projection horizontale de EF, en est le petit axe. 

Construisons maintenant la projection horizonlalo d*un point 
quelconque de Téquateur, en nous donnant sa longitude. A 
cet effet, rabattons Téquateur sur le plan horizontal, autour do 
sa trace AB: ce rabattement coïncidera avec le cercle ABGD. 
L'origine des longitudes sera D; cL en prenant l'arc DG égal 
à la longitude donnée, G sera le rabattement du point dont 
nous cherchons la projection. Or, le point f¥ étant rabattu 
en D, la droite DGH a pour projection /'H, puisque H, 
étant sur Taxe AB, reste fixe. Donc la perpendiculaire Gy à 
AB donne, par sa rencontre en g avec /*H, le projection 
cherchée. 

Projection des parallèles. — Tout parallèle étant perpen- 
diculaire à Taxe terrestre, ses traces seront perpendicu- 
laires Tune à PQ, l'autre à pq. D'ailleurs le premier méridien 
étant en vraie grandeur dans le plan vertical, si l'on prend 
l'arc FI égal à la latitude, on aura, en I, le point oîi le parallèle 
rencontre le premier méridien; et dès lors les traces sont IJ et 
NN'. Les projections du centre du parallèle sont J et y ; les axes 
de la projection horizontale sont dirigées suivant les droites 
rectangulaires jK et jO : la longueur du premier égale JI, 
et celle du second est ji, projection de JL D'ailleurs, les parties 
vues et cachées de ce parallèle sont séparées par NN', qui est 
la trace horizontale; et, aux points N etN', la projection du 
parallèle est tangente au cercle ACBD, le plan tangent à la 
sphère, en chacun de ces points, étant vertical. 

Il nous reste à construire un point L du parallèle, connais- 
sant la longitude. Pour cela, nous commençons par faire la 
projection du point G de l'cquateur, qui a même longitude 
que le point L. Il est clair que, dans l'espace, JL est parallèle 
à OG; donc jl est parallèle à 0^. De môme, les droites il et fg 
sont parallèles ; d'où résulte le point l . Il faut remarquer 
d'ailleurs que les projections du parallèle et de l'équaleur 
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sont homothétiques, et que, par suite, les droites Ig qui 
joignent deux points homologues quelconques vont concourir 
sur pq. 

Projection des méridiens. — La construction des méridiens 
par points résulte des tracés précédents, puisque nous pou- 
vons construire autant de points que nous vouions, en nous 
en donnant la longitude. 

Mais il reste à déterminer les axes des ellipses méridiennes. 
Le grand axe de l'ellipse plgq est la trace horizontale du plan 
de la méridienne. est un point de cette trace; cherchons-en 
un second, par exemple la trace de la droite projetée en qg. 
Or, q est projeté verticalement en Q, et la projection verticale 
de G est en g y à Tintersection de EF et de la ligne de rappel 
de g. Donc la projection verticale de la trace cherchée est le 
point m' oîi Q^ rencontre CD, et cette trace elle-même M est 
à Tintersection de gq et de la ligne de rappel du point m\ 
Enfin le grand axe de Tellipse méridienne est ROMS. 

Le petit axe s'obtient sans difficulté par le moyen connu ; 
puisque le cercle principal de cette ellipse est AGBD, et que 
l'on connaît par exemple l'un des points p de l'ellipse. 

Projections polyédriques ou polycentriques. — 

Dans ce système, qui se rattache au projections orthographi- 
ques, on partage la surface terrestre en parties de faible éten- 
due, et l'on projette orthographiquement chacune d'elles sur 
le plan tangent mené, au globe terrestre, par le centre de cette 
partie. Ainsi, les projections sont faites sur la surface d'un 
polyèdre circonscrit à la sphère. Les différentes cartes ainsi 
obtenues représentent fidèlement, tant pour la forme que pour 
l'étendue, chaque petite portion de la terre, mais ne peuvent 
se raccorder entre elles, puisque la surface du polyèdre de 
projection n'est pas développable. 

Le canevas de chaque carte résulte de la construction expli- 
quée à l'article précédent. Mais, à cause de l'exiguïté de 
la région, il vaut mieux se servir de formules pour le tracé 
des parallèles et des méridiens, formules que nous établirons 
plus loin. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉH. — 1889. 5. 
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Le Ministère de l'Intérieur publie actuellement un système 
de carte de France, construite d'après ce principe, et à Téchelle 

de • Le territoire est partagé en 5oo coupures géogra- 

lOOOOO JT o r o *, 

phiques environ, par des méridiens et des parallèles espacés 
les uns de 3o', les autres de i5'. En conséquence, les dimen- 
sions des cartes varient avec la latitude. 

Théoriquement les cercles géographiques sont projetés sui- 
vant des ellipses. Seul le méridien central de chaque coupure 
se projette suivant une droite qui est Taxe de la carte. Mais, 
en réalité, la courbure des méridiens est inappréciable : ce 
sont des droites très peu inclinées par rapport à Taxe. Les 
parallèles sont représentés par des arcs sensiblement circu- 
laires, ayant o.3 de millimètre de flèche sur 374 millimètres 
de longueur, en moyenne. 

Bien que les feuilles, suivant la théorie, ne puissent se racr- * 
corder parfaitement entre elles, on parvient, grâce à l'exten- 
sibilité du papier, à les assembler sans difficulté, par i6 ou 24, 
pour la constitution des cartes départementales. 

On construit les nouvelles cartes au moyen de celles de l'État 
Major, que l'on découpe en petits fragments et que l'on adapte 
au canevas des projections polyédriques. Chaque feuille est 
ainsi formée, sur une planchette rigide, par une marqueterie 
dont les différentes pièces se raccordent très sensiblement. 
D'ailleurs on contrôle et l'on corrige, au besoin, d'après les for- 
mules, la position de certains points de repère. Enfin, on réduit 

le tout à l'échelle de parla photographie, et la réduc- 

1 00000 X- O JT 

tion est livrée au graveur. 

Depuis quelques années, les projections polyédriques sont 
en faveur. Plusieurs États de l'Allemagne, l'Autriche, l'Italie, 
l'Espagne, ont construit leurs cartes de détail d'après ce 
système. (A suivre.) 
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I .1 I ■ ' ■ T ■ 

RECHERCHE SUR LES CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ 

d'un nombre entier 

par 7, 9, 11, 13, 37, 73, 101, 137. 



La méthode indiquée récemment (Journal, p. 66) pour 
trouver un caractère de divisibilité par 37, est susceptible de 
plusieurs applications intéressantes. Nous en signalerons ici 
quelques-unes. 

D'une façon générale, nous poserons, 

N = . . . a^a^a^a^a^a^a^, 

N est le nombre que nous étudions ; Oi, désigne le chiffre 
des unités ; a,, celui des dizaines, etc. 

10 Divisibilité par 9. — On a 

94-1 = 10; 

et, après avoir observé que 

N = a^ + I oa, 4- I o*a, 4- . . . , 

N «1 + a, 4- a, -H . , . 

on voit que — = E 4- 



9 9 

E désignant un nombre entier, etc. 

2^ Divisibilité par 11. — On prend, pour point de 
départ de la démonstration, Tégalité 

11X94-1- 100. 
On écrit N sous la forme : 

lo^a^a^ 4- a^ai. 

et Ton a — = E 4- -^-^ 4- -=-^ 4- . . . 

II II II 

D'ailleurs le reste, par 1 1 , d'un nombre de deux chiffres, tel 
que uv, est égal à w - v. On conclut, de là, la règle ordinaire qui 
permet de calculer le reste de la division, par 1 1 , du nombre N. 

L'exposition précédente, comme on le voit, ne diffère, que par 
la forme, des démonstrations classiques. Mais on peut donner 
par application de la même idée, d'autres caractères de divisi- 
bilité, moins évidents. C'est ce que nous allons montrer. 
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Divisibilité par 37. — Reprenons le nombre 37, consi- 
déré dans la Note citée. 
On a trouvé 37 X 27 = 1000 — i. 
L'égalité 



N = a^a^a^ -h loooa^a^a^ + 1000 a^a^a^ 
donne 

N = «37 -h ajfl.^a^ H- a^a^a^^ + . . . ; 
et, par suite, 

N „ , 3.aja,ai 'h.a^a^a^, 

_ — zzz. El -^ • H r • • • 

37 III III 

D'ailleurs, le reste de la division d'un nombre pqr (r chiffre 
des unités, g chiffre des dizaines, p -chiffre des centaines), 
par III, est le même que celui de gr — i ip. 

En appliquant cette remarque aux diverses fractions 

, , . . . 

III III, 

on est conduit à la règle suivante : 

Règle. — Pour reconnaître si un nombre N est divisible par 3y, 
on le partage, en allant de droite à gauche, successivement, en 
tranches ayant: deux chiffres pour la première', un chiffre pour 
la deuxième; deux chiffres pour la troisième, etc. 

Cela fait, de la somme des tranches de deux chiffres, 07i retranche 
ONZE fois la somme des tranches n'ayant qu'un chiffre. 

Le nombre ainsi obtenu, divisé par 37, donne un reste égal à 
celui qui correspond à la division de N par 37. 

Mais prenons maintenant des exemples plus compliqués. 

DiviEdbilité par 7 et par 13. — Nous observerons 
que 

7 X II X i3 = looi ; 
et que 

1001 X 999 = I 000 000 — î = 1,0® — I. 
En écrivant 

N = a^a^a^a^a^^a^ + 10* a^^a^^a^fia^a^a^ -h . . ., 
nous avons 

i-i -_■ a^ • • • a* a* ».. , a-i 

= E + -^ ' + -^ + • • • 



lOOI lOOI lOOI 

D'ailleurs, le reste de la division d'un nombre 

abca'b'c', 
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par looi est égal â 

dVd — abc. 

De là, nous concluons la règle suivante : 

Règle. — ^our calculer le reste de la division d'un nombre 
N, par Vun des nombres 7, 1 1 , ou 1 3 ; on fe partage, à partir de la 
droite^ en tranches de trois chiffres. De la sommz des tranches de 
rang impair^ on soustrait celle des tranches de rang pair; le reste 
de la différence obtenue par le diviseur considéré est égal au reste 
de la division de N par ce nombre (*j. 

Divisibilité par 101. — On a 

loi .99 = 10* — I. 

Écrivons N sous la forme 

a^a^a^a^ -h lo^a^aïa^a^ H- . . . 
Nous aurons 

N = fl! I G I 4- a^a^a^a^ 4- a^a^a^a^ -h . . . 

Par conséquent, le reste dq la division de N, par ici, est 

donné par la formule 

^ JN_ _ ^ a^a^a^a^ ^ ^ a^a^a^a^ 



lOI lOI ICI 

Mais on a 

apyS __ loiap 4- y^ — «P _ |, Y^ — *P 

ICI lOI ICI 

De cette remarque, résulte la règle suivante. 

Règle. — Pour obtenir le reste de la division d'un nombre N 
par I o r , partager le nombre en tranches de deux chiffres^ à partir 
de la droite; la somme des tranches de rang impair, diminuée 
de celle des tranches de rang pair, donne un nombre qui, divisé 
par I o I , fait connaître le reste cherché. 

Divisibilité par 73 et par 137. — On observe que 

137 X 73 = loooi ; 
et Ton a, piar conséquent 

137 X 73 X 9999 = 10' — I 

[*) Comparer avec les règles connues pour la divisibililé par 7. 

Le caractère de divieibilité par 7, i3, 37 que nous indiquons ici, a été 
donné par Gh. Simon, Précis d^ arithmétique ^ 1868, p. 87 et, bien probable- 
ment, par plusieurs auteurs antérieurs. 
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En reproduisant le raisonnement précédent, on est conduit 
à une règle ayant la plus complète analogie avec celle que 
nous avons indiquée pour les diviseurs que nous avons 
successivement considérés. Il faut seulement partager, en 
allant de droite à gauche, le nombre en tranches de quatre 
chiffres, etc. 

On peut multiplier, presque indéfiniment, ces applications. 
Elles n'ont d'autre mérite que de rattacher à une seule et même 
idée les caractères de divisibilité d*uu nombre, par plusieurs 
diviseurs; et cette idée même n'est pas nouvelle. On trouvera 
d'ailleurs, dans un article de M. Loir, que nous publierons 
dans le prochain numéro, une règle générale pour trouver le 
caractère de divisibilité par un nombre premier quelconque 
Cette règle est remarquablement commode, toutes les fois que 
la quantité x qui précède les trois derniers chiffres ooi, n'est 
pas compliquée. Les exemples traités dans celte Note, ont 
été choisis de façon à obtenir x = i; c'est, dans cette série, 
le cas le plus simple. 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE UÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €r« de liongehamps* 

[Suitef voir p. 78. ) 



CHAPITRE XI 

LE POINT LNAGGESSIBLE DANS l'eSPAGE 

Lorsque le point inaccessible A est situé dans Tespace, on 
peut se proposer de déterminer diverses longueurs se ratta- 
chant à ce point : sa hauteur au-dessus du plan de l'horizon , 
ou, encore sa distance à la terre. Lorsqu'ils sont mobiles; on 
peut demander leur vitesse moyenne, etc. 
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Il convient d'observer que, au point de vue pratique, le 
problème actuel soulève des difficultés de différents genres, 
suivant la nature du point inaccessible considéré. £n effet' 
tantôt ce point sera le sommet d'une tour ou le point culmi- 
nant d'une montagne; tantôt il représente un ballon fixe ou 
mobile; dans d'autres cas, un nuage, une étoile filante ou un 
bolide, etc. De là résulte la nécessité de solutions variées, 
appropriées à ces différents cas; nous allons, dans ce cha- 
pitre, exposer quelques unes d'entre elles. 

119. La hauteur de la tour. — Ayant fixé, en PQ, 
veiticalement, une mire d'uoe hauteur connue h, l'observa- 
teur se place en de façon que, en visant l'extrémité de la 
mire, il perçoive le point S, sommet de la tour. 

Uais il y a lieu de distinguer deux cas, suivant que le pied 
de la tour est inaccessible ou non. 

1" Dans la première hypothèse on relève les longueurs O'P, 
O'A et, après avoir posé 00' = h', SH = a;, on a 
x - A' _ O'A. + r 
A- A' ÔT 

Cette équation, dans laquelle r désigne le rayon de la tour, 
permet de calucler la hauteur 
inconnue x. 11 est vrai qu'il 
faut connaître le rayon r; .-; 

mais, nous indiquerons tout 
à l'heure différents procédés o, ■' *'-' 

pour le déterminer, soitdans -'" '' 

le cas où le pied de la tour r 
est accessible, soit dans l'au- 1^. 
tre hypothèse. 

D'ailleurs, dans les solu- ^*»' *'"' 

tionu que nous allons maintenant exposer, la connaissance de 
rest inutile. On doit ajouter que l'on peut éviter celte diffi- 
culté, relative à la délermination de r, en visant, comme le 
représente la figure 308, un point H de la circonférence supé- 
rieure delà tour. 

i" Supposons maintenant que le pied de la tour soit inac- 
cessible. 
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L'observateur se transporte en P ; puis, un aide déplace la 
mire et la fixe en P'Q' de façon que son extrémité Q' vienne, 
de nouveau, se placer sur la ligne RS qui va de Tœil de l'ob- 
servateur, dans sa nouvelle position, au sommet de la tour. 

Les triangles semblables : RQT, RSH', d'une part; OQR, 

OSH', d'autre part; donnent 

x-K _ RH' _ Off 

A -^ /i' " RT " OR ' 

X- W OR OT 

dou 



h- h' OR - RT OT - PP' 
C'est l'égalité qu'on doit employer pour calculer x\ on 
observera qu'elle présente, sur la précédente, l'avantage de ne 
pas renfermer l'expression du îrayon de la tour. 

120. La méthode du miroir. — Au premier livre de 
la Géométrie pratique du R. P. Millet Dechales, ouvrage 
que nous avons déjà cité (§ 19, note) y on trouve l'expo- 
sition, devenue classique, d'une méthode 
intitulée modus metiendi lineas per capot- 
tricam, permettant d'évaluer la hau- 
teur d'une tour dont le pied est acces- 
sible. 
,|^ A une distance a du pied de la tour, 
)^ I on dispose, sur le sol, un miroir A; l'ob- 
T^ ^ servateur se place alors en BG, de façon 
Fig. 308. q^e l'œil aperçoive, dans le miroir, 

l'image du sommet H de la tour. 
Les triangles semblables H AD, BAC donnent, en posan t HD=:â? 

BG 
fic = a. — • 
AC 

121- Le rayon de la tour. — l^' Supposons que le pied 
de la tour soit accessible. 

On jalonne trois' alignements tangents à la tour, BG, CA, 
AB; 011 peut ensuite mesurer les distances a, i, c; puis appli- 
quer la formule connue 




(A) r = JiEZ^MzÈllPlll^ 
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Dans le cas oîi le triangle ABC, dont il vient d*ètre ques- 
tion, est rectangle en A, la 
formule précédente se sim- 
plifie et l'on a 

fe + c — a 
r = • 



D'ailleurs, les longueurs 
AA' = AA' représentent le 
rayon cherché. Mais cette der- 
nière méthode, malgré sa sim- 
plicité apparente, ne déter- 
mine pas bien le rayon cher- 
ché, parce que les points de 




Fig. 309. 



contact A', A" ne sont pas connus avec une précision suffisante . 
Mais, voici un procédé qui nous parait avantageux. 

Ayant mené, à la tour, dans le plan horizontal, des tanj^entes 
parallèles A, A', la distance CD de 
ces droites représente le diamètre 
de la tour. La seule difficulté est 
de trouver deux points A, B dia- 
métralement opposés. A cet eflèt, 
on entoure la hase de la tour d'un 
cordeau qu'on replie ensuite sur 
lui-même de façon à la partager 
en deux parties égales; en fixant 
de nouveau la partie obtenue do 
telle sorte qu'elle repose exacte- 
ment sur la circonférence de base 
de la tour, les extrémités obtenues représentent deux poiîils 
diamétralement oppoiés (*). 

On pourrait aussi jalonner une droite PQ tangente à la base 
de la tour et observer que le rayon de celle-ci est,, par une 

propriété bien connue, égale à y/AP.BQ. Les solutions du pro- 




Fig, 510, 



(*) Ce procédé (fort peu malhématique, procédé d'ouvrier si ron veut) 
serait particulièrement pratique pour calculer le diamètre d'un bassin, 
parce que, après avoir déterminé les points A, Bdiamctralemcnt opposés, 
ou pourra tendre un cordeau divise de A en B, par dessus le bassin. 
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blême aetuol sont très nombreuses (*); mais celles que nous 
venons d'indiquer, sont, croyons-nous, les plus simples. 

2^ Supposons que le pied de la tour soit inaccessible. (**) 

Après avoir fixé trois jalons. A, B, C, de telle sorte que les 
lignes de visée BC, GA, AB soient tangcnles à la base de la 
tour, on mène par les points A, B, G des parallèles aux lignes 
BG, GA, AB. 

On détermine ainsi un triangle A'B'G' dont les côtés peuvent 
être mesurés sans qu'il soit nécessaire de pénétrer dans la 
région qui est voisine de la tour; le rayon du cercle inscrit à 
A'B'G' peut être calculé par diverses méthodes et, notamment, 
au moyen de la formule (A); il est égal au diamètre de la tour. 

Si l'on s'accorde l'usage de l'équerro ordinaire, on pourra 
jalonner, dans la partie accessible, deux droites parallèles, 
tangentes à la base de la tour; la distance de ces deux paral- 
lèles représente le diamètre de celle-ci. 

(A suivre.) 
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Arpentage, levé des plans, nivellement; tracé des routes, par 
F, J. 3"« édition ; A. Maine, à Tours ; Poussielgues frères, à Paris, édi- 
teurs. 

Cette troisième édition d'un ouvrage appartenant à une collection dont 
nous avons eu, plus d'une fois, Toccasion défaire l'éloge, dans ce journal, 
comporte, relativement aux précédentes, plusieurs améliorations. Nous 
signalerons, notamment, Tintroduction de quelques notions sommaires 
sur la Topographie. On sait que, depuis 1882, la lecture des cartes topo- 
graphiques fait partie du programme de la Géométrie descriptive, pour 
l'enseignement spécial. Par ce côté, et par beaucoup d'autres, le livre 
en question mérite tout particulièrement de fixer l'attention des profes- 

(*) On peut, par exemple, jalonner, comme l'indique la fig. 309, les 
droites BD, CD parallèles, respectivement, à CA, BA ; puis mesurer les hau- 
teurs hj h\ h" du triangle BDG ; le rayon r est donné par l'égalité 

I I I I 

- z= 1 1 • 

r h h' h" 

Ce procédé exige plusieurs jalonnements, mais il deviendrait assez 
commode, si Ton faisait usage de la table des inverses. 

(**) Nous examinons plus loin le cas où le pied est, tout à la fois, inac- 
cessible et invisible. 
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seurs et des élèves de cet ordre d'enseignement. Il s'adresse aussi, il 
est superflu de le faire remarquer, à tous ceux qui se destinent aux 
bureaux des Ponts et Chaussées, aux Chemins de fer, etc. Bien rédiger 
orné de figures nombreuses et gravées avec le plus grand soin, ce traité 
de Géométrie pratique mérite le succès qu'il a obtenu et que nous con- 
statons avec plaisir. Nous le recommandons instamment à ceux de nos 
lecteurs que le sujet qu'il traite peut intéresser. q l 



NOTE SUR LA QUESTION 269 

Par M. K* VIffarié. 



On sait (Voir J. E. 1886, pp. 19S, 222) que : 

I. — Si Ton fait tourner les deuxfaisceauxdeBrocard(ûA,ûB, 
ûC) (Û'A, û'B,Q'Gj, autour de leurs centres, d'un même angle 6 
et en sens contraires, les rayons rencontrent les côtés corres- 
pondants de ABC en six points a,j3,Y, a',^',Y' d'un même cercle 
de Tucker. 

II. — Les triangles a,p,Y? «,&',?' sont égaux entre eux et 
semblables à ABC, chacun d'eux a, avec ABC, un point de Bro- 
card commun ; la question 269 est un cas particulier de ces 
théorèmes généraux. 

En effet, si nous prenons 

0) désignant l'angle de Brocard, les points a, p, y, «'» ^'> /> 
deviennent les projections orthogonales de Q, Q', sur les côtés 
do ABC, Donc : 

Si, des points de Brocard û, û', on abaisse des perpendiculaires 
sur les côtés; les triangles a,p,Y, a',p',Y' ^^^l égaux; de plus ils 
sont semblables à ABC. 

Le cercle aÔYa'pY ^^t un cercle de Tucker remarquable : 
1<* Son équation barycentrique est : 

. ..^' \ !"*" ^' SaSôVaiïft'c^ - a*) + (a«6« + 6«c» 

(a'6> + 6»c* + c^a*)^ ^^ ' ^ 

•4- c^a^)\ — Sa*pY — o- 
2® Son rayon p est 

p = R sin 0). 
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*3*^ Son centre csl au milieu de ûû' ; 
4® C'est le cercle principal de Tellipse de Brocard ; 
S® C'est le plus petit cercle de Tucker, correspondant au 
triangle ABC; 



NOTE SUR LA. QUESTION 261 



M. d'Ocagne nous écrit: 

« La seconde partie de la solution insérée pour la question 261 
est inexacle ; elle ne répond pas, d'ailleurs, à la question que 
j'ai posée. 

» 11 ne s'agissait pas de trouver un point qui donnât par la 
construction indiquée un point du cercle circonscrit^ mais bien 
trois droites concourantes ^d^n^im^o^Qv aucune condition à leur 
point de concours. En outre, il est inexact de dire que la con- 
struction, appliquée à un point du cercle circonscrit, donne 
un autre point du cercle circonscrit, lly a là une inadvertance 
delà part de l'auteur de la solution, dont on connaît d'ailleurs 
l'habileté, particulièrement dans les questions de la géométrie 
du triangle. 

» Cette seconde partie de la question 261 peut être précisée 
ainsi : 

» Généralisant un peu une définition due à M. Tucker, on 
peut dire que deux droites sont isocéliennes, par rapport à une 
certaine direction, lorsqu'elles for ment ^ avec toute parallèle à cette 
direction, un triangle isoscèle. 

» Il est, d'ailleurs, évident que si deux droites sont isoscé- 
liennes par rapport à une direction, elles le sont aussi par 
rapport à la direction perpendiculaire. 

» Cela posé, je substituerai à la seconde partie de l'énoncé de 
la question 261, le suivant : 

» Étant donnés un triangle ABC et un point M, déterminer une 
direction telle qu^ les isoscéliennes, par rapport à cette direction 
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menées respectivement par A, B, G, des droites AM, BM, CM, con- 
cou7*ent en un même point, 

» Existe-t il des positions dupoint M, pour lesquelles la direction 
répondant à cette condition puisse être prise arbitrairement? 

» On trouve que le point M doit alors coïncider avec le point 
de concours des hauteurs. » 

Nota. — La solution de M. Beyens, simplement mentionnée dans le 
numéro d'avril, répondait exactementà la secondepartiedela question261. 

La faute qui s'est glissée dans la solution insérée nous a été également 
signalée par M. Louis Bénézoch, de Cette, qui démontre même^l'impos- 
sibilité de l'existence, pour un point du cercle circonscrit, delapropriclé 
en question. q L 



QUESTIONS D'EXAMENS 



20. — Si les quantités : 

I I I 

a -h b a + c b -\- c' 
sont trois termes consécutifs d'une progression arithmétique, 
cette propriété appartient aussi aux quantités 

^ ' '^ » ^ \ )' {Saint-Cyr, p. 94.) 

L'égalité 



I I 

4- 



a -\-c a-f-6 ■ b 4-c* 
donne immédiatement 

21. — Démontrer que le nombre 

N = 2*^4- i5n — I 
est toujours un multiple de 9. ^j^j 

Pour n = I, on a N — 18; la propriété se trouve vérifiée dans ce cas 
particulier. Supposonsdonc que N soit un multiple deg.et démontrons oue 

est aussi un multiple de 9. 

On a, en effet, 

4N — N' = 45n — 18 
ou M' =rr 4N + 9(2 — 5n). 

Puisque N est un multiple de 9, N', jouit de la môme propriété. 
•"■"""■ ^~'~^""~"^""~" ■~^"^"^"~~^~^"^""~~~"^"~~~~^~~^^^^^^^~^.^"""^— ^^^-"~^^^^^™»— ^—i^™^.^^^^^^»^^^^ 

(•) La page citée correspond au recueil dis questions posées aux exa- 
mens oraux, publié par la librairie Grovilie-Morant. 
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On peut trouver beaucoup d'autres propositions du même genre ; elles 
s'établissent, soit par le raisonnement précédent, qui est général ; soit 
par des procédés différents. 

Par exemple: Pégalité 

peut se démontrer directement en observant que 

égalité do laquelle on conclut la proposée, en élevant les deux membres 
à la puissance n. 
On observera qu'avec les égalités : 

2^'»+ ibn — i = ill.9, 

on peut, en les combinant, en produire plusieurs autres. Telle est, pour 
en citer un exemple, Tégalité 

2"(i5n — 1) -+- (— i)" = iW.9; 
etc. 

22. — Si, dans un triangle, Faire S est donné par la formule 

S = p(p - a), 
le triangle est un rectangle. (id,) 

En effet, Tégalité 

PiP — a){p — b)[p — c) = p\p — a)\ 
donne (p — b){p — c) = p{p — a), 

ou 2bc = [b ■+■ c -h a)(b -h c — a)t 

ou, enfin a» = 6«-hc^ 

23. — Vé: i fier Tidentité 



tW---W±4/L -^'°° . 

° \4 2/ V I — sin a 

On peut observer que la quantité soumise au radical est 



a a\ 2 

sm cos - 

2 2 

a a 

sm — h cos - 

2 2, 

etc. 



QUESTIONS PROPOSEES 



321. — Étant donné un triangle ABC, soit I le point de ren- 
contre de la conjuguée harmonique de la hauteur AH par rap- 
port aux côtés AB et AC, et de la parallèle menée parle milieu 
M de BC à la bissectricCj intérieure ou extérieure, de Tangle 
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BAC. Démontrer que si la perpendiculaire menée par I à BG 
coupe AB en B' et AG en G', on a BB' = CG'. (dOcajne.) 

322. — Soient*<F le point où la symédiane issue de A du 
triangle ABG coupe le cercle circonscrit à ce triangle, F|3 et 
Fy les perpendiculaires abaissées de ce point sur AB etsur AG. 
Si par les sommets B et G on mène deux antiparallèles quel- 
conques BB' et GG' relativement à l'angle BAG et que ces 
droites coupent respectivement ¥p et Fy en B^ et en C^, la 
parallèle à AB menée par B^ et la parallèle à AG menée par G^ 
se coupent sur la tangente en A du cercle ABG. (dOcagne.) 

323. — On p'rojette un triangle ABG sur tous les plans qui 
ont même trace sur le plan ABG. Si, sur une base fixe A'B', on 
construit un triangle A'B'G' semblable à l'une quelconque des 
projections de ABG, le sommet G' décrit une circonférence. 

(J, Neuberg.) 

324. — Des sommets A,B,G d'un triangle ABG, avec les 
côtés opposés aux milieux des côtés avec les médianes corres- 
pondantes, pour rayon, on décrit respectivement les cercles 
Sa, Sft, Se ; Ma, Mb, Me. 

Soient A et A' les intersections de Ma, avec le cercle cir- 
conscrit Ç ; A' et Al les intersections de Sb et Se ; A'' et Aj les 
intersections de Sa et Ma et B', G' ; B„ G^ ; B', G" ; B„ G, les 
points analogues aux précédents : 

I® Les cercles Sa, Sf,, Se, Ma, Mi,, Me ont pour centre radical 
commun le point tT^, symétrique de Torthocentre H, par rap- 
port au cercle circonscrit; 

2° A'B'G' est le triangle orthocentrique de A^B^Gi Q^i ^st 
lui-même le triangle anticomplémentaire de ABG ; 

3° Les droites B'G', G' A', A'B', sont les axes radicaux du 
cercle circonscrit et des cercles Sa, Sb, Se ; elles coupent res- 
pectivement B^Gj, G^Aj, A,Bi en trois points a,p,Y situés sur 
la droile 8 de Longchamps. 

4® Les points a, p, y sont, respectivement, les centrse radi- 
caux des groupes de circonférences; 

H, A, Sa, Ma; E, A, Sb, Mb ; $, A, Se, Me 
A désignant le cercle de Longchamps. 
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5® Les six points A", Aj, B", Bj, G", Cj sont situés sur un 
même cercle S ayant, pour centre, le centre de gravité G du 
triangle, et dont le rayon p est donné par la formule 

P«= -(«2 + f>i'^Cl)' 

6° Le cercle S passe par Tintersection du cercle de Long- 
champs et du cercle anticomplémentaire du cercle circonscrit ; 
7** Le cercle S est le cercle directeur de Tellipse do Steincr. 

[E, Vigarié.) 

326. — Soit (X la droite harmoniquement associée au point 
M, par rapport au triangle ABC. Les droites joignant un point 
quelconque de [x à A, à B et à G coupent les pédales corres- 
pondantes du point M en a, p et y. Démontrer que les côtés du 
triangle a^y passent par les sommets du triangle ABG. 

(M. d'Ocagne.) 

(Nous rappeloDs que la droite harmoniquement associée au point M 
par rapport au triangle ABG est celle qui joint les conjugués harmo- 
niques, par rapport aux extrémités des côtés de ce triangle, des points 
Aj, B., Cl où ces côtés sont respectivement coupés par AM, BM, CM. 
Les pédales du point M sont les droites AiBj, B^Ci, CiAi.) 



ERRATA 

A la question 319, page 96, lisez : 

. A-f-Bf A B . C D~\ 

4' sm cos — cos — h cos -- cos — 1 = 

2 [_ 2 2 2 2j 

_ A.B + C.C + D 
5* 2 cos — sm sm = 

2 2 2 

Communiqués par MM. Vazou et A. Lavieuville. ) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ 
d'un nombre par un nombre premier 

Par M. lioir. 



Soit le nombre proposé N = ... dd'd'cc'cf^bb'h'^na'a", et soitp 
le nombre premier consid'éré. Il sera toujours facile de com- 
poser avecp, au moyen d'autres nombres premiers, un produit 
terminé par ooi ; soit acooi, ce produit. 

Divisons N par jjooi, en employant la méthode que nous 
avons exposée dans ce journal. Nous aurons : 

Pour le premier reste,... dâ!d''cde"bVh" — x.aa'a' , 

Pour le deuxième reste,... dd'd'cc'c" — x{bb'b'' — x.aa'a'*). 

Pour le troisième reste,...dd'd' — x[cc'c — oc{bUb'' — x.aa'a)]^ 
et ainsi de suite. 

Le dernier reste donne : 

... dd'd" - x^cc'c" + x'^Mb" - xKaa'a. 

Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : 

Règle. — On partage le nombre en tranches de trois chiffres, 
à partir de la droite, et Von fait la somme des tranches de rang 
impair, après avoir multiplié la première par x', la troisième 
par X, puis, de cette somme, on retranche celle des tranches de rang 
pair, après avoir multiplié la deuxième par x*. 

Si la différence est divisible par p, ou par Vun des facteurs de 
xoo I , le nombre est divisible par p ou par ce facteur, et réci- 
proquement. Enfin, si le dernier reste était nul, ou s*il était égal 
t un multiple du groupe employé, le rwmbre serait divisible par 
t(ms les facteurs du groupe xooi. 

Si le dividende comprenait un plus grand nombre de 
tranches, n par exemple, on multiplierait successivement les 
tranches, à partir de la droite, para?*»-*, œ"-^ aî"^^.. et Ton opé- 
rerait comme il est indiqué ci-dessus. Dans la pratique, pour 
éviter les multiplications des tranches par des puissances trop 
élevées de a;, je préfère ne pas aller au delà de la troisième 
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puissance; alors j'emploie le reste auquel je suis arrivé, comme 
nouveau dividende, sur lequel j'opère de la même manière. 

Pour X = ïy dans le cas de 7. 1 1 . i3 = looi, on obtiendrait 
la règle déjà donnée : Retrancher la somme des tranches de rang 
impair de la somme des tranches de rang pair, etc. 

On trouverait une règle tout à fait analogue si le groupe de 
nombres premiers était terminé par 01 ; c'est-à-dire s'il était 
de la forme yoi.Le dividende serait alors partagé en tranches 
de deux chiffres, à partir de la droite. 

Si le nombre premier faisait partie d'un des groupes suivants 
terminés par 000 1 , 

73. 137 = lOOOI, 

3.59.1 i3 = 20001, 

13.17. 181 = 40001 ; 
on opérerait de même sur le nombre partagé en tranches de 
quatre chiffres, à partir de la droite. 

APPLICATIONS 

1® Le nombi'e 5 404 246 106 est-il divisible par 23? 

On a 3.23.29 = 2001. 

En appliquant la règle donnée, on aura ; 

5 — 2.404 + 2*. 246 — 2*. 106. 
8.106= 848 4.246 = 984 

2.404 = 808 5 = 5 

i656 989 

i656 — 984 = 667 = 23.29. 
Le nombre donné est divisible par 23 et par 29. 

2° Le nombre 8 102 3 1 8 est-il divisible par 43 ? 

On a 43 X 7 = 3oi. 

En appliquant la règle, on a : 

8 - 3.10 + 3«.23 - 3«.î8. 
27.18 = 486 9.23 = 207 

3.10= 3o 8= 8 



5i6 2i5 

5i6 — 2i5 = 3oi. 
Le nombre donné est divisible par 43 et par 7. 
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3® Le nombre 44 534 228 337 079 949 655 esUil divisible 
'par 59? 

On a 59.3. 1 13 = 20001. 

En appliquant la règle, on trouve : 
— 4453 -h 2.4228 — 2*. 3370 -H 2'. 7994 — 2*. 9655. 
16.9655 = 154480 

4.3370 = 13480 8.7994 — 63952 

4453 = 4453 2.4228 = 8456 

I 7241 3 72408 

1 7241 3 — 72408 = ioooo5 = 5.20001. 
Le nombre est divisible par 59, 3 et 1 13. 

i^ Le nombre 2 226 600 086 849 655 est-il divisible par y'i? 

On a 73.137=10001. 

En appliquant la règle il vient : 

2226 — 6000 4- 8684 — 9655. 

9655 8684 

6000 2226 



i5655 10910 

i5655 — looio = 4745 = 73.65. 
Le nombre est divisible par 73. 



SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 

Par M. A* Bonttn, professeur au Collège de Courdemanclie. 

(Swite, voirp. 99.) 



II. — Les centres tsodynamiques sont situés sur le diamètre de 
Brocard. 

En effet ces points sont des centres de cercles de Schoute* 

III. — Les distances des centres isodynamiques ^ aux sommets 
de ABC, sont inversement proportionnelles aux côtés opposés. 

■ 

Soient Ci, G„ les côtés des triangles podaires équilatéraux. 
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On a 



sin A sin B sin G 

WA = ,^\ WB=-^ WG= ^' 



sin A sin B sin G 

VA _ VB^ _ _VG^ _ G, 

^'^^ WA ~ WB ~ WG ~ G, 

ce qui montre que ces points sont tripolairement associés, 

(résultat connu). 

IV. — Calculer le côté des triangles équilatéraux fodaires. 

Soient G^, G, ces côtés. On a : 

G^^ = X* + j/« + ^xy cos G, 
3Gi* = 2Sa;* + 2Sxj/ cos G, 
h sin A cos (A - 3o^) _ S cos (A ~ Sqq) 

^ " S sin A cos (A - 3o^) "" R * S sin A cos (A - 3o°) ' 
On trouve des formules analogues pour y et z et Ton a 

2S* ScosHA-3o°)+ScosAcos(B-3o°)cos(G~3o°) 
^ — "rS [S sin A cos (A-3o°)]* 

Si Ton développe les deux termes et si Ton remplace dans 
les développements les expressions symétriques en fonctions 
de tg <p et cotg Ô, 6 étant Tangle de Brocard et 9 Tangle donné 

par la relation 

tg 9 = tg A + tg B H- tg G, 

g2 t g <p cotg 6—1 

on a ^*' = R^'tgcp(cotg ô + v/3)' 

g 2R' tg cp 

tg 9 cotg 6 — I 



Gomme 



sin (3o° + 6) 

On a, de même : 

S sin Ô 

*' "^ sin (3oo - 6) 
On peut remarquer les relations : 

J L = v/3 

Gi« G.« s 

I I I 



Gi* Ga« Stg6 
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V. — Les perpendiculaires abaissées^ des sommets de ABC, sur 
les côtés du premier ou du second triangle podaire équilatéral se 
coupent en un même point ^ lequel est le premier ou le second centre 
isogone. 

Gela résulte de ce que les centres isogones sont les 
inverses des centres isodynamiques, par application d'un 
théorème général. (Voyez /. M, E. année 1888, Exercices 
divers. ) 

VI. — Si Aj, B,, Ci; Aj, Bj, G, sont les sommets des triangles 
équilatéraux construits extérieurement et intérieurement sur les 
côtés de ABC, on sait que 

AAi = BBi = GCi = A, 
AAj = BB, = ce, = A; 
On a 

CjAi = C,A, = 2S. 

En effet, 
A? = a» -h 6» _ 2ab cos (6o« + G) = 2S(cotg Ô + \/3), 

A2 = 2S(v/3 — cotg ô). 

Ces égalités, combinées avec les valeurs trouvées plus haut 
pour Cl, Cj, donnent les relations indiquées. 

VII. — La droite qui joint les centres P^, Pj, des triangles po- 
daires équilatéraux passe par le centre de graxnté G et le point 
de Lemoine K de ABC. 

Soient aib^c^ le premier triangle podaire équilatéral (x^, î/i, 
55i)j (^» î/> ^), los coordonnées normales de son centre et de V; 
Xi s'obtiendra en prenant les moments par rapport à BC de 
masses égales à Tunité placées en a^, 6^, c^. 
On a : Bc^ sin B == ic 4- ^ cos B, 

C61 sin G = X -h y cos G, 

Xi = Bci sin B + G6| sin G, 

Xi = 2X -{- z cos B -h y cos G ; 

;T*i = 2 cos (A — 3o®) + cos B cos (G — 3o°) 

+ cos G cos (G — 3o°). 
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Après simplifications, on a, finalement : 



X, 



Vi 



y/s sin A 4- 2 sin B sin G y/S sin B -1- 2 siu A sin G 

^ «1 ^ 

v/3 sin A 4- 2 sin A sin B 
ce qui montre que le centre P^, de a^biCi, est sur la droite GK. 
Un calcul analogue montrerait qu'il en est de même du 

centre du second triangle équilatéral podaire. 

(A suivre.) 



LES PROJECTIONS POLYEDRIQUES 

(Suite et fin,) 



Formules pour les projections polyédriques. — 

Pour obtenir les formules dont on se sert pour la construction 
des cartes, en projection polyédrique, reprenons Vépure de la 

projection ortho- 
graphique horizon- 
tale, que nous re- 
produisons en nous 
servant des mêmes 
lettres et en suppri- 
mant seulemen 
quelques lignes de 
construction. 

Nous nous propo- 
sons de calculer les 
distances lu = ce, 
Iv = y d'un point 
quelconque /, aux 
droites OG et OB, 
connaissant sa lon- 
gitude L et sa lati- 
tude X : ces distances se nomment les coordonnées rectilignes 
du point /, par rapport aux axes OG et OB. 
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Commençons par calculer Oy et g-f, g étant pris sur Téqua- 
teur, à la même longitude que L D'abord Oy n'est autre chose 
que le sinus de DG ou de la longitude L. Quant à gy^ c'est la 
projection, sur le plan de la figure, de Gy ou de cos L. Or, 
l'angle de projection est celui de l'équateur avec l'hori^son, 
soit 90° — <p, 9 étant la latitude du poiut central de la carte. 
Ainsi : 

Oy •= sin L, 

gy = cos L sin <p. 

Gomme le parallèle du point l a une projection homothélique 

à celle de l'équateur, lu et It sont les produits de Oy et de gy 

jk JI 
parle rapportd'homothétie j-^ > ou rr^ = sin IP = cos y. Donc : 

Ux) OU 

lu — sin L cos X, 
It = cos L sin f cos X. 
Il reste à évaluer Iv = tv — It. Or, Iv ou jo est égal à OJ 
cos 9, ou à sin a cos cp. De sorte que 

(1) X = cos A sin L, 

(2) y = sin X cos cp — eos X sin cp cos L. 

Telles sont les formules des coordonnées, le rayon terrestre 
étant pris pour unité. 

Mais ces formules se simplifient si l'on considère que, dans 

les cartes du Ministère de l'intérieur, L ne dépasse pas 15'. 

On peut en effet, sans erreur appréciable, remplacer sin L par 

L« 
L et cos L par i » l'arc L étant alors mesuré par son 

rapport au rayon. Car, en mettant L, au lieu de sin L, on fait 

sur ce facteur une erreur inférieure à -r-> ou, comme la plus 

o 

ffrande valeur de L est - arc i° = r— < —pr—y une er- 

® 4 4 X i8o i8o 

reur inférieure à 



3o 000 ooo 

Ainsi l'erreur faite sur x est inférieure à ■ > R 

3o 000 000 

désignant le rayon terrestre, soit 6 366 ooo mètres. Elle 

,,..,, ^ 1 r i • 6366000 

n atteint donc pas, a plus forte raison, > ou envi- 

3o 000 ooo 
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ron 2 décimètres; et, dans la carte au 100000% cette erreur 

se divise par 100 000. L'erreur faite par la substitution de 

L* , 
I à cos L est bien plus petite encore. Les formules (1) et 

(2) deviennent ainsi : 

a?= L cos X. 

1/ = sin (X — <p) + - L* cos X sin 9. 

L'arc X — <p est Texcès, positif ou négatif, de la latitude du 
point variable de la carte sur celle du point central : désignons- 
le par £. Il ne dépasse pas la moitié de 1 5', et Ton peut encore 
substituer cet arc à son sinus. Dans le terme très petit 

- L* cos X cos 9, on peut remplacer cos X par cos <p puisque 

X diâere très peu de 9. Enfin, dans la valeur de a?, écrivons à 
la place de cos y, cos (<p + e), ou cos 9 cos e — sin 9 sîn s. Ici 
Ton peut remplacer cos e par i, et sin e pare ; car, en tenant 
compte du facteur L, qui est petit, on reconnaîtra encore, par 
un calcul numérique, que Terreur ainsi commise est inappré- 
ciable. En mettant, dans la valeur de a?, L cos 9 en facteur, 
on obtient définitivement 

(3) ce = L cos 9(1 — e tg 9), 

(4) y = z ■\ — L* sin 29, 

4 

e désignant l'excès de la latitude d'un point variable de la 
carte sur celle du point central, et L la longitude du point 
central : cette latitude et cette longitude sont exprimées en 
parties du rayon. 

D'après la formule (4), si Ton donne à e une valeur constante, 
on voit que chaque parallèle est une courbe très voisine d'une 
parallèle à l'axe des a;, et dont la flèche est représentée par la 

valeur que prend le terme - L* sin 29, quand on fait R égal 

4 
à ï 5' (exprimées en parties du rayon). On reconnaît facilement 

I 3 

qu'à l'éche du > cette flèche se monte à — demilli- 

100 000 10 

mètre. 
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Si, au contraire, on donne à L une valeur constante, le lieu 
représenté par les équations (3) et (4) est une droite, puisque 
e entre au premier degré dans ces deux équations. 

Il faut se souvenir^ pour employer ces formules, que si un 
arc a est exprimé en degrés» son expression en parties du 

, ira 

rayon est — p-- • 
(80 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €■• de LâOngehAvap*. 

(Suite f voir p. 110.) 



122. Le rayon de la tour. (Première solution générale). 
Nous exposerons maintenant deux constructions assurément 
plus compliquées, mais qu'on utiliserait dans certains cas, si, 
pour diverses raisons, celles que 
nous venons d'indiquer étaient jugées 
impraticables ; par exemple, si la vue, 
gênée par des obstacles, ne permet- 
tait de viser qu'une partie de la tour. 

D'un point A, pris dans la région 
d'où l'on aperçoit la base de l'édifice, 
on trace deux lignes de visée AP, 
AQ ; et, par un point B, pris sur AP, 
on trace une ligne BR tangente à la 
base de la tour. Soit C le centre du 
cercle inscrit à ABR; abaissons GH 
perpendiculaire sur AP et, avec la 
fausse équerre, menons par B, une 
droite BK telle que KBA = tc - BCA Fig. 314, 

= ACD; BK rencontre GH en a>; wH est le rayon cherché. 
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Pour le démontrer, observons que le cercle inscrit à RBA 
touche BR en un point S', isotomique de S sur BR. De plus 
BH = BS'; par suite, BH = RS. 

D'autre part 

SRO = iSRQ = - ABR + - =BAR= ABC + BAC = ACD=HBa). 

2 2 2 

Les triangles rectangles OAS, a>BH sont donc égaux; ainsi 
<oH = OS. 

Remarque. — La méthode précédente s'appliquerait encore 
dans le cas oh la base de la tour serait complètement invisible; 
soit que des obstacles placés entre celle-ci et Tobservateur 
la cachent complètement à ses yeux, soit que des bâtiments 
enveloppant cette base de tous côtés, ne permettent de voir 
que la partie supérieure de Tédifice. 

Dans ce cas, on fait usage de piquets suffisamment élevés 
pour établir une ligne de visée tangente à la tour; la projec- 
tion de cette ligne sur le plan horizontal, projection obtenue 
en jalonnant la ligne qui va de Tœil de l'observateur au piquet 
considéré, est tangente à la base invisible de la tour. On est 
ainsi ramené au cas précédemment traité et nous pouvons, 
pour ces raisons, considérer comme résolu le problème qui se 
propose la détermination du rayon d'une tour dont la base est, 
tout à la fois, inaccessible et invisible; la partie supérieure 
étant seule visible, et, même, par un côté seulement. 

Nous ferons encore observer que les constructions indiquées 
au paragraphe précédent peuvent toujours être effectuées, en 
restant aussi éloigné de Tédifice que Ton voudra; il suffit de 
prendre B suffisamment voisin de A pour que les tracés néces- 
saires puissent être exécutés dans la partie du terrain accessible 
à Tobservateur. Cette remarque s'applique aux constructions 
que nous indiquons dans le paragraphe suivant. 

123. Le rayon de la tour (Deuxième et troisième solu- 
tions générales). — Présentons enfin, avant de quitter ce sujet, 
deux autres solutions assez simples, surtout si Ton dispose 
d'une table des inverses. 

1® Considérons, comme tout à l'heure, les deux tangentes 
AP, ÂB, issues de A, et la tangente BR partant d'un point B 
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pris sur AP. On peut considérer la circonférence de base de la 
tour comme étant un cercle exinscrit au triangle RA.6. Soient 




Fig. 312. 



AG, BF, RU les trois hauteurs de ABR; en désignant par r le 
rayon de base de la tour, on a 



r RU ■ AG BF 
Dans cette formule RU est une quantité inconnue ; maison 
traçant BI, AJ perpendiculairement à AB, on a (Première par- 
tie § 14) 

I _ I I 

BÏ"^ RU "*" ÂJ' 

Finalement, nous pouvons écrire 

I f I I 

■ ÂJ 



r 



i I 

"bT "^ AG 



I 
BF 



2® Prenons sur la capitale de la tour, c'est-à-dire sur la 





Fig. 313. 

droite qui va de l'œil de Tobservateur au centre de celle-ci, 
deux positions A, B; soit AD Tune des tangentes, issue de A; 
BC, Tune de celles qui partent de B. Si l'on abaisse AT, BS 
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perpendiculaires sur BC, AD, on a 

Il I 

En efTet, soient BI, AK perpendiculaires à AB. Les triangles 

semblables : 0GB, ABK, d'une part; AOD, ABI, d'autre part; 

donnent 

x _ OB BI _ OBj-JBA 

AK'"BK'"cc" ai ' 
d'où 

«(s - 11) = -■ 

Mais on a 

B1.BA= AI.BS, BK.AT = AB.AK. 

D'après cela, l'égalité (1) devient 

/BA _ ABx _ 

^\BS AT/ ~ ^"' 
,, . III 

^""^ ^ = BS-ÂT- 

124. — Remarque. — Si l'on voulait calculer la distance à 
laquelle on se trouve de la tour, on pourrait observer que MO 
est la bissectrice de l'angle GMD. On a donc 

OB _ MB 

ÔÂ ~ MA' 
et comme OA — OB = AB, 

on peut calculer OA, ou OB, comme on voudra. En retran- 
chant, de la longueur trouvée pour OA, le rayon de la tour, 
on obtiendra la distance inconnue AR. {A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin» professeur au GoUège de Gourdemanchc. 

{Suite j voir p. 82.) 



116. — Les distances du point de Lemoine d'un triangle aux 
sommets de ce triangle sont respectivement proportionnelles à 



m m' m" 



sin A sin B siu G 
m, m', m" désignant les médianes du triangle ABG. 
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117. — Résoudre l'équation ; 

tg(a; — i)H-àtg(a? — a)4-ptgaj-hatg(.cH-a)-+-tg(iC-i-6) = o. 

En groupant les termes équidistants des extrêmes, on a 

sin 20? a sin 2x B sin x 

cos (x — b) cos {X H- b) cos (x + a) cos 'a? — a] ces x 

Cette équation se décompose. On a d'abord 

sin a; = o, 

d'où a; = Ktc ; 

2 COS a 2a cos a B 

puis 1 1 — = o. 

cos (œ — 0) cos [x + b) cos {x + a) cos (a; -h a) cos x 

On tire, de celle-ci, 

p8in»asin«fttg<a;— tg» a?(p sin» a cos* ô+P sin* & cos* aH- 2 8in»a+2a sin' 6) 

H- 2 cos» an- 2a cos* & H- p cos» a cos» 6 = 0. 

Cette équation bicarrée en introduisant cos 2a;, cos 2a, cos 26 devient 

cos»2a5(2-|-2aH-p)H-cos2a;(2-|-2aH-2COS2a+2acos26+pcos2(H-pcos26) 

+ 2 cos 2a + 2a cos 26 -|- p cos 2a cos 26 = o. 

Equation du second degré en cos 2X. 

118. — Trouver, dans le plan d'un triangle, un point tel 
qu'en le projetant sur les trois côtés de ce triangle, en A',B',C', 
la somme des carrés des trois côtés du triangle A.'B'G' soit 
minimum. 

On trouve que le point cherché est le point de Lemoine du triangle 
ÂBG. La valeur du minimum est: 3S tg 0; S désignant Taire et étant 
Tangle de Brocard du triangle ABC. 

Remarque. — Le lieu des points 0, tels que ; 

A'B'« + A'C'« + B'C* = m% c^^4_ 
m^ désignant une constante donnée, est une oonique dont le 
centre coïncide avec le point de Lemoine de ABC. 

119. ^— On projette le centre de gravité G d'un triangle ABC, 
en A', B', G' sur ses trois côtés. Chacune des projetantes partage 
l'angle correspondant du triangle A'B'U' en deux autres. Soient 
a,a',p,^',Y,Y', ces six angles. Soient, en outre, a', 6', c' les côtés 
du triangle A'B'G', Ô' son angle de Brocard, S' son aire. Enfin 
S, R, 6, désignant l'aire, le rayon du cercle circonscrit, l'angle 
de Brocard de ABG ; démontrer les relations : 

1® cotg a -h a' = cotg p -h cotg ^' = colg Y -*- cotg y' = 2 cotg 0, 
2® cotga4-COtgp+COtgY=Colga'+cotg6''t-cotgY'=3cotgô, 

, ./ cotg* + 3 
3« cotg ô' = — ^ , ^ , 

® 2 cotg Ô 
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40 a'» H- 6'« + c'« = .^=r- (cotg« ô + 3), 

9R* 

50 9S'= -cotge. 

120. — Si Ton projette le point de Lemoine, d'un triangle 
ABC, en A', B', C'^ur les trois côtés de ce triangle ; l'angle de 
Brocard, du triangle A'B'C, est le même que celui du triangle 
ABC. 

121. — On projette un point sur les trois côtés d'un tri- 
angle ABC en A', B', G'. Déterminer le lieu de de manière 
que les triangles ABC, A'B'C aient même angle de Brocard. 

Ce lieu est la circonférence de Brocard. 

Soient Xy y, z^ les distances de O aux trois côtés de ABC. a, a' les 
angles B'A'O, G'A'O. 
Le triangle OA'B' donne 

fiin a sin (G ~ a) 

y X 

,. , , a; 4- î/ ces G 

d ou cotg a = : — - — 

1/ sin G 

^ . ^ , 05 -f- J5 003 B 

De même, cotg a = : — ;r — • 

® 2 sin B 

On a donc 

^ . , cotg a ootg a' — I x^ -\- xy cos d + xz cos ^ — y% cos A 

cotg A = ■ z=. I • 

cotg a -h cotg a xy sin G + aj-s sin B + yz sin A 

On trouve,, de même, cotg B', cotg G', et rx)na 

t « a;* 4- 1/* -h 2* + in/ cos d -\~xz cos B 4- î/» cos A 

cotg = - — ——— • 'y 

xy sin G 4- oja sin B + yz sin A 
ou 

[x^ -f. 2/2 + «*) sin 6 = xy sin (G — q) -h xz sin (B — 6) + yz sin (A — 6); 
équation du cercle de Brocard. M suivre,) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Tarry. 

... Par des considération de Géométrie pure je suis arrivé 
exactement à la construction que vous avez indiquée (*) pour 
obtenir le point de Steiner. Malheureusement, la méthode à 

(*) Voyez Jùumal 1886; p. 27i. 
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laquelle je fais allusion est assez longue. Elle offre, en 
somme, peu d'intérêt et je n'ai pas atteint le but que je pour- 
suivais : trouver une construction simple du point de Tarry (**). 
Pourtant je n*ai pas complètement perdu mon temps, puis- 
que j'ai rencontré, incidemment, ce théorème, qui est peut- 
être nouveau : 

Le point réciproque du point de Steiner est le centre d'homologie 
du triangle de référence et de son triangle polaire, relatif à Vhy- 
perbole de Kiepert. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



24. — Si Ton pose 

a 

(A) cos a = 7 9 cos p — j cos Y 



b -h c c -h a a -h b^ 

on a, 

(B) tg«| + tg»-^-htg^I- I. 

[Saint'Cyr, p. 41.) 

La première des égalités proposées donne 

b -^ c — a a -h b -\- c 

I — cos a = — r > I H- cos a — — r— ; , 

6 + c b -\- c 

et, par conséquent, 

^ „ a b -hc — a 

° 2 a -hb-hc 
on trouve, de même, 

tg» i- = --^--r , lg*- = : , etc. 

^ 2 a-\-b-^c ° 2 a-h b-hc 

Remarque. — On devait prévoir, a priori^ qu'il existait une relation entre 
a, p, Y, les formules (A) étant linéaires et homogènes par rapport aux 
lettres a, 6, c. En efiectuant cette élimination, ce qui constitue d'ailleurs 
la marche naturelle, on trouve 

— I cos a cos a 
cos ^ — I cos ^ = o, 
cos Y cos Y — I 
ou 
(G) 2 cos a cos p cos Y •+■ cos a cos p 4- cos p cos Y + cos a cos Y — I = o. 



(••) Le point de Tarry étant, sur le cercle circonscrit au triangle de 
référence, diamétralement opposé au point de Steiner, la connaissance 
de Tun de ces points entraîne, naturellement, celle du second. 



= I 
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Il esV facile de vérifier que la relation (B), mise sous la forme 

21 — cos a 
I -h cos a 
et régalité (G), sont identiques. 

25- — Si Ton a 

4 B b 



9 



2 a -h c 
le triangle correspondant est rectangle. (Saint-Cyr, p. 42.) 

Lorsqu'on suppose, pour généraliser la question posée, que, 
entre les éléments d'un triangle, il existe une relation 

(1) /(a,6,c, A,B,G) = o, . 

pour trouver la singularité correspondante, pour le triangle 
considéré, on peut suivre deux voies, l'une et l'autre très 
générales. 

1® On peut observer que (1) est une relation homogène en 
a, b, c et, par suite, on a 

/■(sin A, sin B, sin G, A, B, G) = o. 

De cette égalité, on pourra déduire la propriété que Ton 
propose d'établir. 

2* On peut aussi remplacer les angles en fonction des côtés, 
par les formules conuues. On obtient alors une relation entre 
les côtés mêmes du triangle. Gette égalité constitue la pro- 
priété cherchée. 

En appliquant ces deux méthodes à la question proposée, on a d^abord 

. B . B B 

sin — . _ sin — cos — 

2 SmB 2 2 



B sin A -h sin C . A-hC A — C' 
cos — sm cos 

2 2 2 

A-G B , 
ou cos = cos —, etc.. 

2 2 

Et, par la seconde voie, 

(p — a)(p ~ c) __ b* 

p{p — b) ~~{a-\-c)^ 
ou (6 4- c — a){a + 6 — c)(a + c)* = 6«(a -\- b + c)[a -{- c — b\ 
ou, enfin, 6*=(o> — cy. 

En supposant a > c, on a 

b* = a* — c*, etc. 

26. — Démontrer que si Ton suppose 
(1) tg» a = g + 2 tg« p, 
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on a 

(2) COS 2^ = I + COS 2a. 

(SairU-Cyr^ p. 44.) 

D'une façon générale, toute fonction rationnelle de tg* a, tg* p, tg* y»- 
se transforme en une fonction rationnelle de cos 2a, cos 2^, cos 2y,... au 
moyen de la formule 

I — cos 2qp 
tg« ç = i. 

I — cos 29 
Si Ton prend la relation 

ptg>a4-gtg«p= I, 
on trouve 

(p+g+ i)cos2acos2^H-(p+i— g)cos2a-t-(7— i-hp)cos2^i=p-f-g— I. 
Dans le cas particulier proposé, p — i^ q ~ — 2, on a 

cos 2p —cos 2a = I. 

27. — Démontrer que 

abcde — ab abcdec — abc 

99900 999000 

[École Natxile, p. 49.) 

On sait comment cette question se présente dans la théorie des frac- 
tions périodiques. Pour vérifier l'égalité proposée on observe que 
abcdec — abc abcdeo -\- c — abo — c [abcde — ab) 10 

999000 999000 - 999000 

ahcde — ab 



99900 



28. — Trouver la relation (*), qui doit exister enlre ayb,c; 

djb\c\ pour que l'équation 

ax^ ->rbx-¥c-¥ 'kiclx^ -+- b'x -h c) = o, 

ait ses racines rationnelles, quel que soit X. (id.) 

Il suffit que la quantité 

U = (& + X6')> — 4(a + Xa')(c -t- Xc'), 
soit, pour toute valeur de X, un carré parfait. 
Or on a 

U = X"(6'« — 4a'c') + 2X(66' — 2ca' — lad) + &* — 400. 
Il suffit donc que Ton ait 

[bb' — 2ac' — 2a(/)« — (b« — 4ac)(6'» — /[a'(f] = o. 
Cette relation, développée et simplifiée, devient 

[ad — ca'f = {ab' — 6a')(6c' — c6'). 
Gomme on le voit, cette égalité exprime que les équations 
(1) ax* -h &a? + c = o, a'x^ -\- b'x + c' = o, 

ont une racine commune. 

On pouvait a priori prévoir ce résultat en observant que si les deux 
équations (I) ont une racine commune, cette racine est nécessairement 
commensurable. En eiiet, dans ce cas, elle est donnée par une équation 
du premier degré. 

(*) L'énoncé porte, par erreur, croyons-nous, les relations. 
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BACCALAURÉA.T ES SCIENCES COMPLET 

SESSION d'octobre 1888 (*). 



PARIS 



!'• Série. Mathématiques. — 1» Étant données deux droites AB et AG 
et un cercle tangent en B et en G aux deux droites , on mène un 
s cond cercle tangent au premier et aux deux droites, ayant son centre 
0' entre O et A. On donne le rayon R du cercle et la distance 
OA. == D : calculer le rayon Rj du second cercle et la distance O'A =: Dj. 
On mène ensuite un troisième cercle 0" tangent au second et aux deux 
droites; puis un quatrième, tangent au troisième et aux deux droites; 
et ainsi de suite. 

Calculer les rayons de tous ces cercles et la limite vers laquelle tend 
la somme de leurs aires quand le nombre des cercles croit indé- 
finiment. 

Di+Rj \D+ R/ 4D 

2» Composition de deux forces parallèles et de sens contraires. 

Physique. — 1<> Quelles sont les expériences sur lesquelles est fondée 
Tassimilation des aimants et des solénoîdes ? 

2» Quel est le grossissement d'une lunette astronomique, dontrobjeclif 

est de b'^jbo de longueur focale lorsqu'on y adapte un oculaire simple 

dont la longueur focale est de 11""»? L'objectif ayant 2 5 centimètres 

de diamètre. Quel est le diamètre de l'anneau oculaire? 

( _ 55oo 
P , 5 G = = 5oo ; 

( Diam. = o*''''»,o5. 

2« Série. Mathématiques. — 1» Calculer le volume d'une sphère, sachant 
que la diiOférence entre ce volume et celui du cube inscrit et la 
sphère est égale à i mètre cube. 

Rép.\ =zi^\b^i, 

2» Composition de deux forces parallèles et de sens contraires. 

Physique. — 1* Mesure de la pression atmosphérique, correction rela- 
tive à la température. 

2» Un presbyte ne voit distinctement les objets qu'à une distance de 
o",5o au moins; quelle espèce de lentille doit-il employer pour ramener 

I - - ■- — ■ — - 

(*) Ces énoncés et les résultais qui les accompagnent sont empruntés 
à la collection publiée parla librairie Croville-Morant, collection que nous 
avons signalée précédemment {Journal, p. 92). On trouvera, dans cette 
publication, les solutions développées. 
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à CjSo la distance minima de la yision distincte, et quelle doit être 
la distance focale de cette lentille ? 

Rép, f=: o«,75. 

S** Série. Mathématigties, — On considère une droite AB de longueur 
a, et les perpendiculaires à ses extrémités. On demande de trouver sur 
ces perpendiculaires, deux points A' et B' tels que l'on ait BB' = 2 AA 
et que la tangente trigonométrique de la différence des angles BAB^ et 
ABA' soit égale à une fraction donnée K. Maximum de K. 

Rép.\ 4K 

i \/2 

t Maximum de K = — • 
i 4 

2<> Définir les zones glaciales, tempérées et torrides, et calculer le 
rapport de la surface de Tune des zones glaciales à la surface totale de 
la terre supposée sphérique, sachant que le cosinus de Tobliquité de 
récliptique sur Téquateur est égal à 0.917. 

Rép, 0.0415. 

Physique. — !• Lois de Tinduction» — Applications. 

2* Quelle doit être la capacité d'un yase contenant i gramme d'air, 
pour que cet air exerce, à la température de o®, une pression de 5o ki- 
logrammes par décimètre carré sur les parois du vase? 

Rép. i"S6. 

4« Série. Mathématiques. — On donne un cercle de rayon R et deux 
rayons perpendiculaires OA et OB. On demande de trouver sur Parc 
AB, un point M tel que si Ton fait tourner la figure autour de OA, la 
moitié du volume engendré par le segment AGM, augmenté du volume 

engendré par le segment BDM, soit égal au - du volume de la sphère 

o 

ayant R pour rayon. On prendra, pour inconnue, la distance du point 
M à la droite OB. 

Rép, X = r — • 

D 

Démontrer qu'une fraction dont les deux termes sont premiers entre 
eux est irréductible. 

Physique, — 1» Loi du mélange des gaz et des vapeurs. 

2« Un objet linéaire de i cent, de longueur est disposé perpendiculaire- 
ment à l'axe d'une lentille divergente, à 7 cent, en avant de son foyer 
principal. Quelle doit être la distance focale principale de la lentille pour 
que l'image de l'objet ait 3 millimètres de longueur? — Quelles seront les 
distances de l'objet et de l'image au centre optique de la lentille ? 

l f = 5.25, 
Rép.: l p= 12.2 5, 
( p'= 3.675. 

5* série. Mathématiques. — 1» On donne deux droites rectangulaires OF 
et OQ ; et, sur la seconde un point G, situé à une distance connue c du 
point 0. On demande de trouver sur OP deux points A et G connaissant 
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ÔÂ* H- OB* = a* et sachant que les angles a et p, d'où Ton voit, du point G, 
les segments OA et OB, sont complém entaires . 

Rép, : tang « = 4 / a' ± v/a^ - 4c\ 

2» Démontrer que Texcès du jour solaire vrai sur le jour sidéral est 
variable. 

Physique, — !• Voltamètre. — Lois des actions cbimiquss des courants 
soit k l'extérieur, soit à l'intérieur de la pile. 

2» Un prisme a pour angle au sommet A = 60° ; un faisceau parallèle 
de rayons lumineux simples tombe sur ce prisme en faisant un angle 
d'incidence I égal à l'anj^le d'incidence V, La déviation D du rayon lumi- 
neux est de 3o*». Quel est l'indice de réfraction de ce prisme? 

Rép» : n=^sli. 

6* série. Magmatiques, — Couper une sphère de rayon i par un plan, 
de telle façon que le rapport du nombre mesurant le volume de Tun des 
segments obtenus au nombre mesurant la surface de la zone correspon- 
dante ait une valeur donnée m. Discussion. 



Rép. : 



. R ^ ^ 3R 3R ± sJqW — 24WR 

SI — <m < -^. x= . 

3 8 2 



^ R 3R — v/gRî — 24mR 

SI m < — > X = ^^ — ' 

i 2 



2» Calculer sin 2a connaissant tg a. 

2 tff a 

Rép. : sin 2a = ^7-;; — > 

I -h tg« a 

Physique. — 1» Comment obtient-on un spectre pur ? Raies du spectre 
— Dans une machine d'Atwood les masses principales pèsent chacune 
2005', le poids additionnel pèse io«'. Quelle sera la vitesse acquise au 
bout de 3 secondes en supposant que l'accélération de la pesanteur, au 
lieu où se fait l'expérience, est de g^jS? Quel serait l'espace parcouru 
pendant la 4» seconde? 

Rép. : V — 0.69; e =. o.8o5. 

7' série. Mathématiques, — 1" Pour quelles valeurs de m l'équation 

05* — mX* + 2W — I = o, 

a-t-elle toutes ses racines réelles? 

Rép. :- ^ m ^ 2(2 — sf3)y ou: 2( 2 + v/3) ^ m ^+ 00. 

2° Volume engendré par un segment de cercle tournant autour d'un 
diamètre extérieur au segment. 

Physique. — V Réfraction d'un faisceau parallèle de lumière simple : 
1" à travers une lame de verre à faces parallèles; 2° à travers le système 
de deux lames parallèles d'indices différents ; 3" à travers une lame de 
verre dont les deux faces ne sont pas parallèles. Qu'arriverait-il, dans ce 
dernier cas, si l'on substituait, à la lumière simple, de la lumière blanche? 

2» Dans le volet d'une chambre noire est percé un trou circulaire dont 
une lentille fournit l'image réelle- sur un écran. Qu'arrivera-t-il ai, entre 
le trou et la lentille on place : 1» un prisme dont l'arête est horizontale; 
2* un prisme dont l'arête est verticale, et 3* ces deux prismes à la fois? 
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8» série . Mathématiques. — !• Trouver trois nombres en progression 
arithmétique connaissant leur somme Sa et leur produit 6». Quelle est 
la condition de possibilité d u probl ème? Combie n y a-t- il de solutions? 

Rep. : a - \/-^— ' « + y — ^— 
Définition et détermination de la latitude d'un lieu. 

Physique. — 1° Par quels procédés peut-on mesurer la force élastique 
maximum de la vapeur d'eau: 1** au-dessous de o»; 2» au-dessus de loo»? 

2* Détermination expérimentale de la distance focale principale d'une 
lentille convergente ou divergente. 

3« Une lentille astronomique possède un grossissement linéaire égal 
à 100. Que deviendra-t-il si l'on regarde dans la lunette par le gros bout, 
c'est-à-dire si l'on substitue l'objectif à l'oculaire, et réciproquement. 

Rep, : — = • 

f lOO 



QUESTION 276 

Solntion par M. Emile Borel, élève en Mathématiques élémentaires 
au Lycée Louis-le-Grand (Sainte-Barbe). 



On considère un tnangle isocèle AGB; c/, sur la hase AB, on 
prend un point D tel que BD = AB. 

D'autre part, on élève en A, B des perpendiculaires aux côtés 
AG, BG; soit G' leur point de rencontre, 

1^ La perpendiculaire abaissée de G sur GD partage AB dans 
le rapport de 2 à i ; 

2° La perpendiculaire élevée, en G, à GD coupant AG' en H, 
BG' en K; on a GH = HK; 

3^ On demande la généralisation de ces remarques, en supposant 
que D désigne un point quelconque pris sur AB; 

4^ D désignant un point quelconque de AB, démontrer que la 

perpendiculaire élevée, en D, à CD est partagée, par les côtés GA, 

GB et par le point D, en deux parties égales. 

(Mannheim.) 

Nous examinerons, tout de suite, le cas général. 

Gonsidérons la circonférence circonscrite au quadrilatère 
AGBG'. Le pied M de la perpendiculaire abaissée de G' sur GD 
appartient à cette circonférence. Le faisceau M.ABGG' étant 
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harmonique, il détermine, sur AB, une division harmonique 

ABDN. On a donc 




NA 



DA 



NB DB 

Soit P le point oîi G'G 
coupe AB. Le faisceau 
G'.ABNP doLne 

(ABNP) := (HKJC), 

J désignant le point à 

Tinfini sur GH. Il ne 

résulte, en observant 

PA 
que 



PB 






GK 



NA 
NB 



DA 



GH NB DB 

Quand DA = 2DB, on 



a 



NA 
NB 



= - 2, et GK = 2GH. 



Soit Fie pointoîiC'Dreucontre le cercle. Le faisceau F.ABGG 
.étant harmonique, FG coupe AB au point N conjugué de D. Il 
en résulte que le faisceau G.ABDF est harmonique et, par 
suite, que la parallèle menée par D, au rayon GF, rencontre 
les deux autres rayons, en deux points U, V, tels que I)U=DV. 

Nota. — Solutions diverses par MM. J.-M. Galban, élève à l'école 
Polytechnique de Madrid ; Alexandre Couvert, élève au lycée Gondorcet ; 
E. Baudran, élève au cours de Saint-Cyr, au lycée de Rouen. 



QUESTION 285 

isolation par M. A. Boutin, professeur au Collège de Courdeonanche. 



On donne un angle droit, de sommet 0. On décrit une circonfé- 
rence ù^ passant par 0; et Von prend, sur cette courbe, un point M, 
tel que les angles compris entre les droites partant de ce point et 
aboutissant aux extrémités du diamètre OG qui contient 0, aient 
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pour bissectrices des parallèles aux côtés de l'angle donné. On 
demande le lieu de M lorsqu'on fait varier la circonférence. 

(Mannheim.) 

Soit ccOt/ l'angle donné, AB le diamètre perpendiculaire au 

diamètre OG. Les paral- 
lèles AM, BM, menées 
à Oy, Oa;, se coupent en 
un point M du lieu. 

L'angle BMO = 45^; 
donc MO^ = 45<». Le lieu 
cherché renferme donc 
la bissectrice de l'angle 
yOx, 

En observant que les 
parallèles aux droites 
Ox, Oy, menées par les 
points A, B, donnent 
deux points M, M', diamétralement opposés, on voit, finale- 
ment, que le lieu est constitué par les bissectrices des deux 
droites rectangulaires données. 

Nota.— Solution analogue par MM. Al. Couvert, élève au lycée Gondorcet 
et J. M. Galban élève à l'École polytechnique de Madrid. 




QUESTION 2S6 

isolation par M. A. Boutin, à Gourdemanche. 



Soient pour abréger : 
N=(ab + cd)(ac + bd)(ad + bc), 

A=(— a + b-i-c-hdj(a— b + c+dXa+b — c + d)(a+b+c— d). 
Quelles sont les racines carrées des polynômes : 
4N - a^A, 4N - b»A, 4N - c«A, 4N - d'^A. 

(Catalan.) 

Développons, et ordonnons par rapport à a, les expressions 
proposées, nous avons 

N = a^bcd + a*S6*c* + ahcd^b^ 4- 6Vd% 
A = —a* + 2a«26* 4- ^ahcd — 26* + S6«c^ 
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Donc, 
4N-a«A=a« - 2a*S6« - 4a»6cd + a^{^b^Y -h 4abcdl>b^ + 4b^c^d\ 
ou 4N - a«A — (a» - aSb* - 2bcd)*, 

Ainsi : 

V/4N — a«A = 2a^ — a[a^ + 6* + c» + d*) - 26cd ; 
et, de même : 

V/ 4N - 6»A = 263 __ ^(^j _4.. ^s + c2 H- d^) - 2acd, 
V/ 4N — C'A = 2C« — c(a* + 6* + c* -f' d*) — 2abd, 
V/4N - d*A = 2^8 - (/(a'» + 6* + c' 4- d') - 2abc. 

Remarque. — Le polynôme x^ — (a* -h b^ + c^)x — 2abc 
est celui que Ton rencontre dans la solution d'un problème 
de Newton, et dans un problème relatif à Tellipsoïde (E. G.)(*). 



QUESTION PROPOSÉE 



326. — Soient ABC un triangle rectangle en A, AH la hau-- 
teur issue de A, HK la perpendiculaire abaissée de Hsur AB. 
GK coupe AH en I. Démontrer que la perpendiculaire abaissée 
de I sur AG coupe ce côté au même point que la symédiane 
issue de B. " (d'Ocagne.) 



ERRATA 

1" P. 101 ; 1. ^\suppinmez il en est de même des deux centres isogones. 

Id. ; 1. 5 ; supprimez la ligne. 

2« P. 119; 1. 16; au lieu de aux, lisez et des. 

3* P. 120 ; 1. 4 ; au lieu de 

y 
luez ^i = -(a* 4- &« + c2). 

(*) Voir Mélanges mathématiqueSf t. III, p. 191. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DE L'INEGALITE 

flc — sin X < -7- • (*) 

o 

Par M. Dcimoiifl) professeur au lycée Janson de Sailly. 



L'expression a;— sin x représente le double de Taire du seg- 
ment ACM, dont Tare ÂM = Xy est supposé positif et inférieur 



1C 



à - > dans le cercle de rayon 1. 
2 

11 suffit de chercher une limite supérieure de cette aire. 

Inscrivons, dans Tare, une ^ 
ligne brisée régulière, en prenant 
d'abord le point C milieu de 
Tare AM, puis les points D, E 
milieux des arcs AG et CM^ etc. 

Soient 0^, C„ G,, ... les lon- 
gueurs des cordes successives, 
AM, AG, AD ..; A, A, f^ ... 
celles des flèches des arcs cor- 
respondants; on a 

2aire ACM = lim(Gi./i -h 2Gj./', 4- 4G,./i 4- . . .). 

Les égalités 




X 

Gi = 2sin - > 
2 



/• XX 

/^ = I — cos - — 2sin* - ; 



2 



donnent 

et, par suite. 



C , X , X 

1./; =4sm- sin»-; 



On trouve, de même, 



On pourra comparer cette démonstration avec celle qu*a donnée Vin- 
cent dans les Nouvelles Annales, 1842, p. 273 et que M. Serret a reproduite 
au chapitre II de sa Trigonométrie. 

JOURNAL DB MATH. éL^M. — 1889. 7 
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(!)■ 



X^ 



C,.^<-g-<— , 

OU ^^«-^«^gTÂ' 

et ainsi de suite. On a donc, finalement, 



sma^<-(i-h-+-+...j 



X 

4 4' 

a?' 4 
ou 0? — sin a? < — • - > 

o ô 

ou, finalement 



x^ 



a? — sm X 



SUR LA CONSTRUCTION 

D'UNE TABLE DES NOMBRES PREMIERS 

Par M. lioir* 



1. — Les tables des nombres premiers, construites d'après 
le principe d'Eratosthènes (*), sont journellement consultées 
avec grand avantage; aussi les calculateurs regrettent-ils, très 
souvent, de n'en pas avoir une plus complète; car ils n'ont 
pas facilement à leur disposition, bien qu'il ait été imprimé 
à Paris, en 1817, l'ouvrage de M. Burckardt, du Bureau des 
longitudes de France, donnant les nombres premiers jusqu'à 
4,000,000. 

Ils hésitent à prolonger celles qu'ils possèdent, parce qu'ils 
ne pourraient obtenir, qu'à la suite de longs et pénibles tâton- 
nements, les derniers multiples impairs des nombres premiers 
antérieurs, dont le procédé du crible exigerait la connais- 
sance. 

J'ai pensé qu'il serait utile de rappeler deux procédés sûrs 
et rapides pour déterminer ces amorces nécessaires. 

(*) On sait d'ailleurs que ce principe n'est pas le plus simple que Ton 
puisse employeré Voir le Manud d'Arithmétique et (T Algèbre de M. Catalan. 
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Par exemple, si Ton veut prolonger une table allant jusqu'à 
loooo, nous aurons à trouver, à partir de ce nombre, les pre- 
miers nombres impairs multiples des nombres premiers anté- 
rieurs. 

PremièremenL — On divisera loooo par le nombre premier 
que l'on considère; puis on retranchera, de loooo, le reste 
de cette division. Si la différence obtenue est paire, on y ajou- 
tera le nombre premier; si la différence est impaire, on y ajou- 
tera le double du nombre premier. Le nombre, ainsi formé, 
sera le plus petit multiple impair du nombre premier; son 
quotient, par le nombre premier, fournira un ou plusieurs 
autres nombres premiers. 

On aura : 

Pour 17 : loooo = 17.588 + 4 

lOooo — 44-17 = iooi3 = 17.19. 3i 
PourS3: loooo = 53. 188 4- 36 

loooo — 36 + 53 = 10017 = 53.7.27 
Pour 13: loooo = 13.769 + 3 

loooo — 3 + 2.i3 = 10023 = 13.3.257 
Pour 61 : loooo = 6i.i63 4- 57 

loooo — 57 4- 2.61 = 10065 = 61. 3. 5. II 

Quand le nombre d'oîi l'on part est impair; si la différence 
est impaire, on ajoutera le double du nombre premier ; si la 
différence est paire, on ajoutera le nombre premier. 

Secondement. — On prendra les formules générales des mul- 
tiples impairs des nombres premiers 

N = 7 -h 14a? 

N = I I 4- 320? 

N = i3 4- 26a; 



N = j» 4- 2px. 
Les valeurs de a?, correspondant aux premiers multiples 
impairs, après loooo, seront données parla partie entière du 
quotient de loooo par le double du nombre premier. On for- 
cerait le chiffre des unités de ce quotient, si le reste de la 
division était plus grand que le nombre premier. 
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Il viendrait : 

Pour 7: 10000=14.714+ 4, N= 7+14.714=10003. 

Pour H : 10000 = 22.454+ 12, N = 11 + 23.455 = 10021. 

Pour 23 : 10000=46.217+ 18, N = 23 + 46.217 = iooo5. 

Pour 73: 10000= 146.68 + 72, N = 73 + 146.68 = loooi. 

On s'arrêtera au nombre premier immédiatement inférieur 
à la racine carrée du nombre que Ton veut atteindre; ainsi 
pour II 000, on ira jusqu'à io3, puisque (107)* = 1 1440. 

Le tableau des premiers multiples impairs des nombres 
premiers étant obtenu, on appliquera la méthode du crible à 
la suite des nombres impairs jusqu'à iiooo; soiten les com- 
ptant de p en p; soit par Touverture d'un compas, comme 
l'aindiquéHinderburger; soitpar lechâssis troué de Burckardt. 

Pour les nombres premiers les plus faibles, dont les multi- 
ples sont contenus un grand nombre de fois entre les deux 
limites, j'emploie une méthode qui se rapporte aux considé- 
rations énoncées dans une Note (Sur la représentation gra- 
phique des diviseurs d'un nombre) présentée à l'Institut, le 
2 juillet 1888, par M. Saint-Loup. 

Les formules générales des multiples impairs des nombres 
premiers, y = p -h ^px, correspondent à des lignes droites, 
j'en utilise la construction. 

On rangera la série des nombres impairs de i à 999, que Ton 
doit essayer, par colonnes verticales, contenant vingt-cinq 
nombres, placées à côté les unes des autres, en suivant les 
indications très précises de Burckardt. 

On joindra, par une ligne droite, un point choisi, du plus 
petit multiple de la première colonne (ce point choisi sera le 
centre du carré qui contient ce nombre, ou mieux le sommet 
inférieur de droite de ce carré) avec le point convenu, du 
plus petit multiple de. la seconde colonne; on aura ainsi 
une première direction. On obtiendra une seconde direction, 
enjoignant ce premier multiple de la première colonne avec 
le deuxième multiple de la deuxième colonne ou de la troi- 
sième colonne. Dans le cas où les deux multiples, considérés, 
de la deuxième colonne seraientau-dessous du premier multiple 
de la première colonne, on aurait cette seconde direction, en 



''upptemciii oAi^wuuiAioc 



c/ip. tf>i r ou/iD jAuvie 






doitti^ <iHoiéL , pettUe-j^u- courte. 




-rrr a. 



/ - 



• - • •«- »«• i>» — **•' *» - ' 



» «*( ■, I 



««^•m. -<ï> 
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joignant le premier multiple de la deuxième colonne, au second 
multiple de la première colonne. 

Nous ferons observer que, pour un môme nombre premier, 
Tangle formé par ces deux directions, tracées dans les mêmes 
conditions,estconstant, quel que soit le premier nombre adopté. 

On mène des lignes parallèles à ces deux directions partant 
des points convenus, des multiples de la première colonne, 
et de ceux que Ton a trouvés ; les diverses parallèles passant 
par le point convenu des autres multiples; les deux systèmes 
de parallèles se couperont au point convenu, pour tous les 
multiples du nombre premier compris entre les deux limites. 

Pour continuer des recherches ultérieures, on pourrait 
employer des tableaux, imprimés à l'avance, des nombres 
impairs allant de i à 999, en colonnes verticales également 
espacées, semblables à celui sur lequel on a tracé les lignes 
pour 17 et 7 (*). 

Ces feuilles serviraient pour tous les autres nombres; alors 
il serait très commode de faire usage d'équerres à branches 
mobiles, formant un angle égal à celui des deux directions 
indiquées pour chaque nombre premier. Mais comme la mul- 
tiplicité des lignes tracées sur une même feuille amènerait 
une certaine confusion, on continuera Tensemble des opéra- 
tions, en ayant recours aux précieux châssis troués de Burc- 
kardt, que Ton construirait, très aisément, d'après ce que 
nous avons exposé ci-dessus. 

Supposons que Ton veuille, avec Taide de ces châssis, dé- 
terminer les multiples, ceux de 19, par exemple, compris entre 
loooo et II 000. Le premier de ces multiples est iooi3. On 
placera le châssis sur la case i3, ses autres trous correspon- 
dront à divers nombres; en les ajoutant à loooo on aurait un 
certain nombre des multiples de 19. On déplacera le châssis 
plusieurs fois suivant ses dimensions pour couvrir toute la 
feuille, en ayant bien soin de le poser sur un -nombre déjà 
obtenu on trouvera ainsi tous les autres multiples de 19. 

Par une marche inverse, l'emploi de ces châssis permettrait 
de reconnaître si des erreurs ont été commises. 

(*) Voir la figure placée, en supplément, dans le présent numéro. 
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DISTANCE DE DEUX POINTS 

EN GOOftlDONNÉES BARYGENTRIQUES 
Par M. H. PlameneTsky, maître à Técole réale de Femir-Khau-Ghoura. 



1. — J'ai trouvé naguère, pour exprimer le carré de la dis- 
tance de deux points donnés, en coordonnées normales, la 

formule 

abc _ 

ou, en coordonnées barycentriques, 

W ^= gï 

De la Note de M. A. Boutin sur la distance de deux points 
(Journal p. 74j, il faut conclure que cette formule, si simple, est 

^ encore inconnue. Nous indiquerons ici 

A comment on peut l'établir par des con- 

/a' \ sidérations très élémentaires. 

// ^\A Soient x, y, z et a?i, j/i, z^ les coor- 

\ données normales des points M et N. 

^A Menons, par M, deux parallèles aux 

C ^ — . . B c5tés BG et AG du triangle donné ; et, 

par N, une parallèle à AB: ces droites forment un nouveau 
triangle MA^B^. 

En observantque les triangles ABG et MAiB^ sont semblables 
nous avons 

z — Zi z — Zi 

MBi= GB.^^— ^ = ac '' 



( 



2S\ 2S 

AB/ 



« — ^1 A -O ., ^ — '^l 



MA, = bc ^ ; A4B1 = c« ^ 

2S 2S 

D'ailleurs 

* ^Z — Zi 2S Z — Zi^ 2S 
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Le théorème de Stewart, appliqué au triangle MAiB^, donne 
^2 _ MBf.NA, + MAfNBt - NA^.NB^.A.B, 

A,B, 

Dans cette formule, remplaçons MA^, MB^, par les 

valeurs trouvées plus haut ; nous aurons 



ô*= 



,2 — ^, 



2S 

ou 

^^ = -^[a{y,-y){z''Z,)-hb(œ,-x){z-Zi)-c{y,-y){x,'-x)l 
formule qu'on peut écrire : 

^*^ ^* "" " Is^ ^"^^' " ^^^^' " ^^' 

En posant ax = 2a, by = 2p, cz = 2y, nous avons, aussi, 

sa«(p, - p)(yi - r) 



(2) s» = - 



s« 



2. — Si, dans la formule (2), on considère a, p, y comme 
des coordonnées courantes, on a l'équation d'un cercle qui a 
pour rayon 8 et pour centre le point (a^, p^, y^). Nous nous 
proposons de vérifier l'identité de cette formule avec l'équa- 
tion donnée par M. G. de Longchamps (*). 
Ea effet, on peut écrire l'équation (II) : 
(ITi) (a + p H- Y)«a« 4- a«pY + 6»aY + C*ap 4- a«piYi 

+ 6«a,Yi + C»a,p, - a(Yi6* + P^C») - p(Yia« + a^C») 

Remarquons que la distance d'un point quelconque, [a^, Pi, 
Yi], au sommet A [S, o, o'], d'après notre formule (II), est 

/Tin = ^'ïi + c'Pi g'piYi + 6XYi + c'Q^i Pi . 

(lil; Ç>a = ë ci 



• • • > 



d'où «(,,6. -H p,c») = Sapi + «'^iïi + ^«lïi -^ ^'«.Pi «. 



(*) Swr un nouveau cercle remarquable, Journ. de Math, spéc,, t. V., 1^86, 
p. 577. . 
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De même, 

Par suite, l'équation (IIj) se réduit à celle qu'a donnée 
M. G. de Longchamps; 

(a 4- p -h r)[a(8« - pi) + p(8« - pi) ^ ^(8» - pj;] 

Dans cette formule : 5* — pj, B* — pj, 8» — pj repré- 
sentent, respectivement, les puissances des sommets du 
triangle, par rapport au cercle considéré. 



SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 
Par M.ii* Bontin» professeur au Collège de Courdemanche- 

(Sut/e, voir p, 123.) 



VIII. — Pi, P,, centres des triangles équilatéraux podaires, 
sont respectivement les milieux de VV,, WW,. 

Soieut X, x^f x,, les distances h BG de Y, du milieu de YY,, 
et de Y, ; on a, d'après les valeurs des coordonnées barycen- 
triques de Y et Y„ (à un facteur constant près) : 

h sin A cos (A — 3o®) 
2 sin A cos (A — 3o®) 
_ h sin A cos (B - 3o^) cos (G - 3o^) 

^* "" S sin A cos (B - 3o") cos (G - 3o*») ' 
__ A sin A cos (A — 3o®) 
x, = x + œ,^ 2 sin A cos (A - 3oo) "^ 

h sin A cos (B - 3o^) cos (G - 3o^) 
"^ 23 sin A cos (B - 3o«) cos (G - 3o«) ' 
a\ = cos (A - 3o«)S sin A cos (B - 3oo) cos (G - 3o«) + 
-H cos (B - 3o«) cos (G - 3o«)S sin A cos (A - 3o°). 
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Mais, identiquement : 

i/3 
S sin A cos (B - 3o«) cos (C - 3o«) = ^— S8inAcos(A-3o«); 

donc 

a?! = ^^ cos (A - 3o«) H- cos (B - 3o«) cos (G - 3o«) , 

OU (Ti = 2 sin B sin G + v^3 sin A; 

ce qui est la distance de P, à BG (VII). 

Donc Pj est le milieu de VV,. 

On verrait, de même, que P, est le milieu de WW,. 

IX. — La ligne V, W„ des isogones, contient le point de 
Lemoine. 

Les coordonnées normales des centres isogones, et l'équation 
de la droite qui les joint, sont : 

( X : cos (A — 3o<»), y : cos (B — 3o»), z : cos (C — 3o<^), 
^ ^ \x^: cos (A 4- 3o®), y^ : cos (B -h 3o®), z^ : cos (G -♦- 3o®) 

(2) (yz^ - zy^) X -+- {zx^ - xz^)Y 4- {xy^ - yx^)Z = o; 

oîi (x, y, z) (oji, ^1, Zi) ont les valeurs déduites de (l). Le 

point de Lemoine K, sera sur cette droite, si (2) est vérifiée par 

les relations : 

X _ Y Z 

sin A "" sin B "~ sin G 
qui caractérisent K. On doit donc avoir identiquement : 
S sin A[séc(B - 3o^)séc(G -h 3 o*») - séc(G - 3 o»)séc(B + 3 o")] = o ; 
ce qui revient à 

Ssin A cos(A — 30«) cos(A 4- 30o) sin(G - B) = o, 
identité aisée à vérifier. 

Il résulte, de ce fait et de (II), (VII), et que les trois droites ; 
V W, PiPj, VjWj sont concourantes ; leur point de concours 
est le point de Lemoine. 

X. — Les droites VV^, WW„ et la droite d'Euler (OGH) 
sont parallèles. 

Soient, en coordonnées normales, les équations de deux 

droites : 

Xa? + fxy -h V13 = o ; 

Xx -h \j!y + v'a = p. 

JOURNAL DE MATH. iliM, — 1839. 7. 
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La condition de parallélisme est 

Ssin A(}jLv' — vfx ) = o. 
L'équation de VV, est : 

2/ co8(B - 30^) _ co8(G - 30^)\ __ 
\cos(C - 30«) co8(B - 30^)r "" ^' 
ou Ssin«(A + 60«) sin(B - G)x ■= o. 

L'équation de la droite d'Euler est : 

Ssin 2 A sin(B — C)x = o. 
La condition de parallélisme de ces droites, est : 
^ r sin»(B + 60«) sin 2C sin(A - B) sin(G - A)l . 
2-[- sin«(G + 6O0) sin 2B sin(A - B) sin(G - a)J^^^^""^' 

ou 

■ov . /r. ,J sin 2G sin*(B -h 60o)l 
Ssin A 8in(A - B) 8in(C - A)|^__ ^.^ ^^ ^.^.^^ ^ ^^^ = o. 

La quantité entre crochets s'écrit successivement (à un fac- 
teur constant près) 

sin 2G(sin* B -f- 3cos* B -+- 2/3 sin B cos B) 

— sin 2B(sin* G H- 3 cos" G -4- 2/3 sin G cos G), 
ou sin 2C — (sin 2B + 4COS G cos B sin(G — Bj; 

d'oîi, pour l'identité à vérifier : 

Ssin A(cos A — 2 cos B cos G) s o, 
Ssin A( sin B sin G — 3cos B cos G) s o; 

laquelle est manifeste. 

On constaterait de même le parallélisme de WW, et OGH. 
Il en résulte que Wj, WW, sont parallèles. 

On peut d'ailleurs vérifier le fait directement pour ces deux 
droites. L'équation de WWj est : 

Ssin«(A - 60°) sin(B - G)x = 0. 

La condition de parallélisme est : 

. /. r.^ ' m k^[ sin«(GH-60û)sin«(B-60°n 
Ssin A sm(A - B)8m(C - A)|^_ ^.^,^3 ^ 60o)sin»(G - 60°) J==^' 

identité facile à reconnaître. 

(A suivre.) 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €(• de lionii^chaiiips. 

[SuitCf voir p. 129.) 



125. La hauteur du .mât. — On suppose un mât BC, 
placé au-dessus d'une tour AB; on propose de trouver la lon- 
gueur de BC. 

On sait comment on résout ordi- 
nairement ce problème, en consi- 
dérant BG comme la différence des 
hauteurs AG, AB. Mais ce procédé 
est long: il nous paraltplus simple 
de traiter directementla question, 
comme nous allons l'indiquer. 

Enlre un point 0, arbitraire- 
ment choisi, et la tour, plaçons ^^' ^'^• 
une mire dont la partie mobilepuisse être placée successivement 
de façon à masquer les points B, G à l'œil de l'observateur, 
placé en ; puis, relevons les hauteurs : PQ = h, PR = h\ 

Ayant posé 

BG = Xy AP = y, OP = d, 

on a 

X y -^ d 




h! — h d 

En répétant, dans une seconde station, les opérations pré- 
cédentes, on aura; de même, 

(2) '^ ^JLtP. 

^ ' H' - H D 

Les égalités (1) et (i), donnent 
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Cette foumule permet de calculer a;; il faut seulement sup- 
poser rf — D ;z^ ; or, pour que cetle condition soit vérifiée, il 
suffit de se placer à des distances inégales du pied de la tour. 

126. Les problèmes de la tour dont le pied est 

invisible. — La solution précédente mérite d'être remarquée 

pour les conséquences qu'elle comporte. On voit que les 

égalités (I), (2), permettent aussi de calculer y, c'est-à-dire 

la distance de Tobservateur au pied de la tour. De plus, comme 

on a 

X _ AB 

K — h h 
on peut trouver AB, après avoir calculé x. D'après cette 
remarque on résout donc tous les problèmes de la tour, dont 
le pied est non seulement inaccessible, mais même invisible; 
comme il arrive lorsque sa base est masquée par des bâtiments 
qui l'entourent de tous côtés. 

Pour traiter complètement le problème qui nous occupe, il 
nous reste pourtant, en nous plaçant encore dans le cas parti- 
culier que nous examinons ici, à déterminer le rayon de la tour. 

A cet effet, on distingue sur la circonférence supérieure 
trois points I, J, K. Une mire, de longueur h, étant placée 
successivement en A', T, B', J', de façon que les droites 11', JJ' 
viennent passer par l'œil de l'observateur, on relève la lon- 
gueur PQ = IT. 

On a, d'ailleurs, 

U^ _ 0I^_ OP 

Vj'~ OV ~ Ok 
OP est une longueur connue, OA 
se calcule comme nous l'avons vu; 
par suite, IJ peut être déterminé. 
En opérant de même pour les cordes 
lE, JK, on aura finalement les trois 
côtés d'un triangle inscrit à la cir- 
conférence qui forme la crête de la 
tour; et, par suite, son rayon. 

Mais, il est presque inutile de le faire observer, nous indi- 
quons une pareille solution, surtout à titre de curiosité, pour 




Fig. S15, 
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montrer comment la géométrie que nous avons développée 
dans cet ouvrage répondrait aux difficultés qu'on pourrait 
lui soumettre. Cette remarque est applicable à la solution 
présentée au paragraphe suivant. 

127. La tour rectangulaire. — Dans le cas où la tour 
inaccessible considérée affecte la forme d'un donjon rectan- 
gulaire; ou encore, dans le cas d'un 
bâtiment à faces perpendiculaires 
deux à deux ; on peut demander les 
longueurs des côtés du rectangle 
formant la base de ce donjon, ou 
de ce bâtiment, quel qu'il soit. 

Soient A, B, G les pieds des trois 
arêtes que l'on aperçoit. Perpendi- 
culairement à une direction arbi- 
traire AA', traçons une droite A et, A 
au moyen de l'équerre ordinaire, Fig.346. 

déterminons les points B', G' projections des points B, G, sur A. 

En posant : 

BA = 0?, BG = y, A'B' = h, B'G' = K 
on voit, sans peine, que l'on a 

(1) —^^-T=" 

En traçant, par rapport à une autre direction, une droite 
telle que A, on obtiendra une seconde équation du même 
genre que (1). En résolvant ces deux équations par rapport à 

-^> — » on pourra finalement calculer les inconnues x, y. 
X* y* ^ ^ 

128. — Détermination des hauteurs; solution 
générale. — Avant d'aller plus loin, dans ce sujet, nous 
voulons indiquer ici une solution qui nous paraît, également 
bien, applicable aux grandes ou aux petites hauteurs et que 
nous appellerons la solution générale. Pour la rendre pratique, 
dans les différents cas qui pourraient se présenter, il faudrait 
seulement modifier la base d'opérations, en prenant celle-ci 
d'autant plus grande que la hauteur observée serait elle-même 
plus considérable. 



iS8 
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Soit I le point considéré dans Tespace. Ayant pris une cer- 

I taine base 00' sur la 
trace horizontale (*) du 
plan vertical renfer- 
mant 01, on relève avec 
la fausse équerre, si 
l'on n'a pas d'instrument 
plus parfait, les angles 
100', lO'O et Ton trace, 
sur le plan horizontal^ 
des droites A, A' faisant 
avec 00', respective- 
ment, angles les qui ont 
été observés. Traçons 
alors OS, bissectrice de 
O'OA ; puis SR parallèle 
à A. Une propriété 
connue (**) donne 




Fiy, 347. 



01 OR 00' 

Cette formule est remarquable, car elle permet de connaître 
très rapidement la distance à laquelle on se trouve du point 
inaccessible considéré. 

Si Ton veut, particulièrement, déterminer la hauteur IH, 
on utilisera, après avoir calculé 01, la formule 

IH = AB.-=£L=. 

v/ôl' + ÂB' (^ suivre.) 



{*) Cette trace s*obtient, comme on sait, en plaçant une longue mire 

AB, comme l'indique la figure ; des jalons sont 
placés : Tun en G ; Tautre en 0', sur le pro- 
longement de OA. 

(••) Soit AS la bissectrice de BAC; ayant 
mené SD parallèle à AB ; puis, SE parallèle à 
AG; les triangles semblables SDG, BES , 
donnent 

SD AG — SE 




AB — SD SE 

En observant que SD = SE, il vient 

I I I 

sd"~âb"^Ig' 
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EXERCICES DIVERS 

Par M. A. Bontin, professeur au Collège de Gourdemanche. 

(SuiU, voir p. 432,) 



a 




b 


~"^^ 


C 


) 


a 




p 




Y 




P — 


a 


p — 


b 


P — 


c 


a 


2 


cotg 


B 

2 


Y 




cotg 


cotg 


G 

2 



122. — Trouver, dans le plan d'un triangle, un point tel qtie 
les parallèles l, m, n, menées par ce point, aux côtes du 
triangle, soient proportionnelles aux carrés des côtés corres- 
pondants. 

Xy y, % étant les coordonnées normales d'un point quelconque M, 

l h — X ah ^ax p-hr 

on a - = — r — = : — = — , Q . — ; 

a h ah a + p4-Y 

a, p, Y étant les coordonnées barycentriques du point cherché. On doit 
donc résoudre le système : 

p + Y aH- Y a 4-p 



d'Où 



ou 



Le point cherché est donc le point de Nagel, du triangle ABC. 

123. — Des sommets d'un triangle, comme centres, on décrit 
des cercles de rayon p, q, r. Trouver le centre radical de ces 
cercles. 

Soient M ce centre radical, A„ Bj, Gi ses projections sur a, &, c; 

BAi = a GA, = Y 
AiM, GiM, les axes radicaux des cercles [q^ r), {py q). On a : 

a* — Y* = 5* — *"*) 
ex H- Y =<*» 

« -Y =— H—; 

a = ^l^t^Ul. De môme, BC. = ^±iLzJ»!. 

2a 2C 

Soient Xy y y %y les coordonnées normales du point cherché. En coor- 
données rectangulaires, B étant Torigine, les équations de MAj, BGi, 
dont : 

a« -f- 0* — r* 

a := 

2a 

<i« + gl _« «« 

0? sin B = ^- + ot ces B = o. 

2C 
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Si dans la seconde on remplace a par sa yalear, elle donne 
4Sa5 = abc cos A + 6g» cos C -+- cr* cos B — ap^. 
De même 481/ = abc cos B -h ap* cos G -+- cr* cos A — 6^ 
4S« = abc cos G 4- ap^ cos B + 6g' cos A — cr* 
Si p = 9 = r, on a : 

a? = R cos A, y = ïi cos B, « = R cos G : 
le point M est alors le centre du cercle circonscrit à ABG, ce qu'on 
pouvait prévoir a priori, 

124. — Soit 6 l'angle de Brocard d'un triangle ABG, et 9 
l'angle déterminé par la formule 

tg <p = tg A -»- tg B + tg G. 
Posons en outre 

ABG ABC 

COtgÔi = COtg— -f- COtg— + COtg— , tgcpj = tg— + tg— 4- tg— , 

^ ^ Jt il ^ ^ 

X A. , B C 

C0tgÔ, = C0tg h COtg hCOtg — y 

4 4 4 

ABC ABC 

coigOn=cotg-+ cotg-4- COtg- , tg9„=tg~+ tg-+ tg- , 



Sommer les suites illimitées 

S = cotg6H- - cotgôi+ - cotgôj-+- • • • H — ^cotgô„+ 

S'=tg? + ^tg<pj +^ tg.pj + +JLig<p,+ 

2 /L il 

On s'appuie sur la formule connue 

1 X l X IX I 

igx-\ — tg-H — tg-H-. .. H tg h-»* =- 2 COtg 2», 



• • 



et on trouve 



S' =-^ + ^-h-^ - 22 COtg 2A, 

S' =x"^5+-^- COtg ô H- tg 9, 

S = 1 K hcotgô — tg9. 

!!_A Î-B ^^G 
222 



(A suivre.) 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



29. — On donne une parabole P par sa directrice A et son 
foyer F; par un point A, pris sur A, on propose de mener les 
tangentes à P. {Saint Cyr, p. 67.) 

Sur AF, comme diamètre, on décrit une circonférence qui coupe A en 
deux points B, G. Les tangentes demandées sont AB, AG. On observera 
que cette construction permet de yérifier que les droites demandées 
sont rectangulaires. 

30. — On connaît les foyers F, F', les sommets A, A' et Taxe 
transverse d'une hyperbole; on propose de lui mener une 
tangente parallèle à une direction donnée ocy. 

(Saint'Cyr, p. 68.) 

Sur AAff comme diamètre, on décrit un cercle A; de F on abaisse 
une perpendiculaire 8 sur o^; cette droite S rencontre A en deux points 
(réels, imaginaires ou coïncidents) qui appartiennent aux droites cher- 
chées. 

Dans le cas où ils sont coïncidents, xy est l'une des directions asym- 
pto tiques. 

31. — Soient a, p, y les longueurs des hauteurs d'un trian- 
gle ABC; d'un point M, intérieur au triangle, on abaisse 
des perpendiculaires a', p', / sur les côtés; démontrer que 

*=- = != I. 

a p Y * 

[Saint'Cyr, p. 73.) 



On a 



a' BMC 'p' GMA y AMB 



a BAC' p BAG y BAC 

a p' y' BMC + GMA 4- AMB 

d'où - + -+- = T-^ = I. 

a p y ABU 

On sait comment on généralise cette proposition (pour un point M 
arbitrairement choisi dans le plan ABG), en faisant pour a, ^\ y' la con- 
vention de signes adoptée dans le système des coordonnées trilinéaires 
normales. 

32. — Vérifier la relation 

6* sin 2G — 26c sin (B — C) — c* sin 2B = o. 

(Saint-Cyr, p. 43.) 
Il suffit de vérifier que 
2 sin* B sin G cos G — 2 sin B sin G sin (B — G) — 2 sin» G sin B cos G = o. 
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Relation éyidente, car elle revient à 

sin (B — G) = sin B cos G — sin G cos B. 

33. — Soit un cercle et une droite A. On propose d'inscrire 
un carré ABGD dont la base CD soit située sur A ; les sommets 
A, B appartenant à la circonférence donnée. 

{École navale, p. 63.) 

On sait comment on résout ce problème par la considération des 

figures homothétiques, en prenant sur le 

diamètre PQ, parallèle à A, OK = — ; 

puis, en faisant la construction qu'indique 
la figure. On sait aussi comment on géné- 
ralise cette question en, proposant dln- 
scrire un rectangle seniblable à un rec- 
tangle donné et comment on la résout en 
prenant 

OK = OI.-; 

^ ' ^ w, désignant le côté du rectangle donne, 

qui doit être parallèle à A ; n étant l'autre côté. 

La discussion n'offre aucune diflSculté ; le problème est possible, si IK 
rencontre la circonférence O. Lorsque A coupe celle-ci, le problème est 
toujours possible ; il est facile de le montrer a priori. 



pA 







\ 


•^ 




/ 


A 


\ 




B 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 

Concours de 1889 



Composition de Mathématiques (3 heures). 

I. — Dans un triangle ABC on donne :(;H^=- 32456.2 B = 750 28' 38",4 
G = 72» i3' 1 1'',6. Calculer la hauteur qui correspond au côté BC, et la 
longueur de la bissectrice de l'angle A. 

II. -— On donne un triangle isocèle ABC, un point P sur la base BG; 
mener parallèlement à BG une droite rencontrant AB en M et AG en N. 

PM 
de manière que le rapport—— soit égal à un nombre donné K. Discussion 

du problème. (On choisira comme données la longueur AP = /, les an- 
gles BAP = p, GAP = Y, et comme inconnue la longueur AM.) On peut 
aussi déterminer la position do MN par une construction géométrique 
très simple et indépendante de la solution algébrique; donner encore 
cette solution géométrique delà question (*). 

(*) On considère, sur BC, Tisotomique P' du point P ; on a P'M = PN; 

et par suite, K = -=—77 , etc., G. L, 

PM. 






JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 163 

III. — Étant données deux circonférenes et 0' et une tangente com- 
mune extérieure AB, on prolonge 00' jusqu'en G et D, et on mène les 
droites GA et DB qui se coupent en M. Démontrer que l'angle AMB est 
droit, et que le point M est sur Taxe radical des deux cercles. Déduire 
de là une construction des tangentes communes extérieures à deux cir- 
conférences, et examiner comment il convient de modifier cette con- 
struction pour obtenir les tangentes communes intérieures. 



BIBLIOGRAPHIE 



Nouvelles tables de logarithmes à cinq et à quatre décimales 
pour les lignes trigonométriques dans les deux systèmes de 
la division centésimale et de la division sexagésimale du 
quadrant et pour les nombres de 1 à 12000 publiées par le 
service géographique de l'armée , in-S"*, 1889. Prix : broché, 
4 francs ; cartonné, 4 fr. 50. Librairie Grauthier-Villars, 55, quai des 
Grands- Augustin s. 

Ge recueil renferme une série de tables de logarithmes à cinq et à 
quatre décimales qui sont principalement utiles aux géodésiens, aux 
géomètres et aux astronomes. Il contient en particulier les logarithmes 
des lignes trigonométriques dans les deux systèmes de la division cen- 
tésimale et de la division sexagésimale du quadrant. 



QUESTION 273 

Solution par A. Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche. 



Soit I le centre d*un cercle tangent aux trois côtés d'un triangle 
ABC, On applique, en ce point, trois forces respectivement propor- 

ABC 

tionnelles à sin — > sin — > sin — (*) et dirigées suivant I A, IB, IG ; 

^ Ji Jê 

démontrer que la résultante de ces trois forces passe par le centre 
du cercle drconscjHt au triangle considéré. (G. L.) 

On montrera que la question 273 est identique à cette proposition 
de M. Neuberg : £7 

Si, suivant les perpendiculaires abaissées du centre (J du cercle 
cipeenserit à un triangle ABC, sur les côtés de ce triangle, on 

[*) Ënoncé rectifié conformément à la note placée, Jour nal, 1888; p. 48. 
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applique, dans un sens ou dans Vautre trois forces égales^ la 
résultante passera par le centre de l'un des cercles tangents aux 
trois côtés. 

ABC 

Soient : K sin — > K sin — ^ K sin ~ les forces proposées. 

2 2 iu 

A 

DécomposoDsla force K sin— en deux autres dirigées suivant 

IB', IC; A',B',G' étant les point de contact du cercle inscrit I 
avec les côtés de ABC. La droite lA étant bissectrice de 
l'angle B'IC, les composantes x sont égales; et Ton a : 

A A 

K* sin* — = 2X* — 2X* cos A = 2x»(i — cos A) = ax* sin' — ; 
2 ^ ' ^ 2 

K 

X = —' 
2 

De même, les composantes des deux autres forces suivant les 

mêmes directions OA', OB', 00' seront — : le système proposé 

revient donc au système de trois forces égales, dirigées sui- 
vant lA', IB', IC. Soit p la résultante de ce système, a l'angle 
qu'elle fait avec BG. Le théorème des projections appliquées 
aux projection faites sur BG et sur un axe perpendiculaire 
donne, en supposant que les forces lA', IB', IG soient égales 

à l'uni lé : 

p cos a = sin G — sin B, 

p sin a = I — cos B — cos G : 

d'oh 

(i — cosB — cos G)' 
sm* a =: ^ 



(sin G — sin B)* + (i — cos B — cos Gj* 
__ [i + cos A — (cos A H- cos B + cos G)]* 

3 — 2(cos A 4- cos B + cos G) 
Or 

cos A 4- cos B 4- cos G = I -f- 4 sin —sin — sin — ; 

2 2 2 

/ . . A . B . G\» 

( cos A — 4 sin — sm— sin— I 

^^♦••^ 22 2/ 

On a donc, sin* a = • . 

- . A . B . G 
I — 8 sin— sm— sin — 

2 2 2 . % • 

L'angle a, ainsi déterminé, est l'angle de 10 avec BG (Voir 



^' % 
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Desboves. Questions de Trig., p. 146); donc la résultante consi- 
dérée passe par le centre du cercle circonscrit à ABC. 

2® Supposons que le point I soit le centre du cercle ex-inscrit 
tangent à a. On yerrait, comme plus haut, que le système des 

ABC 

forces lA, IB, IG, respectivement égales à sin — > sin — > sin — > 

peut encore être remplacé par un systènie de trois forces égales 
dirigées suivant les perpendiculaires abaissées de I sur les 
trois côtés. Prenons Tunité sur chacune de ces forces, conser- 
vons les mêmes notations. Neus avons 

p cos a = sin G — sin B, 

p sin a = I + cos B + cos G; 
d'où 

( I -+- cos B -h cos G)* 

~~ (i 4- COS B -h cos G)* -h (sin G — sin B)« 
[i 4- cos A -h (cos B + cos G — coi A)]* 

3 4 2(cos B 4- cos G — cos A) 
Et comme : 

■r^ n^ à B G . A 

cos B 4- cos G — cos A = 4 cos — cos — sm i , 

2 2 2 



sin* a 4- 



/ A B G\« 

( cos A 4- 4 sin — cos — cos — ) 

\ 2 2 2/ 

Q . A B G 
I 4- 8 sm — cos — cos — 

2 2 2 



Get angle est l'angle de 01' avec BG (Desboves, loc. cit.); 
donc, dans ce cas encore, la résultante passe par le point 0. 

Si Ton projette un point quelconque de Tune des droites 01, 
Or,OI'',Or"sur les trois côtés du triangle ABG, et que, suivant 
ces projetantes, on applique des forces égales, la direction de 
ces forces étant le sens des projetantes, les résultantes sont 
dirigées, respectivement, suivant 01, 01', 0V\ 01'". 

En effet, le théorème étant démontré pour le point I, par 
exemple ; si Ton construit le polygone des forces pour ce point I 
et pour un point quelconque de 01, ces polygones sont sem- 
blables, car leurs angles sont égaux et leurs côtés proportion- 
nels; ils ont leurs côtés parallèles; donc, les deux résultantes 
sont parallèles ; et comme un point de Tune est sur Tautre, 
il en résulte qu'elles sont confondues. 
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Le théorème étant démontré pour un point quelconque de 
01 est vrai, en particulier, pour le point 0; ce qui montre Ti- 
dentité des deux propositions. 



QUESTION 274 (*) 

SkiletioB par M. E. Baudron, cours de Saiat-Gyr, Lycée de Rouen. 



On donne deux droites rectangulaires OX, OY et un point P. 
Soit A une droite quelconque, passant par P, et rencontrant OX 
en A, OY en B. i élève, en P, une perpendiculaire A' d A; A' 
rencontre OX en k\ OY en B'. On abaisse, de ces points A', B', 
des perpendiculaires sur OP : ces droites coupent A aux points 
A', B'. Démontrer que k"B" = AB. (Mannheim.) 

Les droites A'A'' et B'B" étant parallèles, on a : 

A^'B" A'B' 



d'oli 



A''B" = 



PA^' PA' ' 
A'B' X PA'' 



PA' 



Les triangles OAB, O'A'B', ayant leurs côtés perpendicu- 

laires, sont 
semblables ; 
on a donc 
A^B^_ OA; 

AB "" OB* 

Les angles 
droits B'OA, 
B'PA prouvent 
que le quadrila- 
tère POAB'. est 
inscriptible 

Les angles OAB', OPB' sont donc égaux; par 5uite, leurs 
compléments"PpB = "OB^, sont égaux. Il en résulte que les 
triangles rectangles OAB', PA'A'' sont semblables, et que 

PA^^ OA OB 
PA' ■" OB' ~ A' ' 




(*) Voyez, p. 70, une autre solution de cette question. 
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,,D. A'B'xOB AB.OA'.OB 
dou AB^= ^^, = Q^,^^ . 

Finalement, 

A"B' = AB. 

Nota. — Solutions Irigono métriques par MM, Beyens, capitaine du 
génie à Cadix; A. Boutin, professeur au collège de Gourd emanche. 



QUESTIONS PROPOSEES 



327. — Une circonférence A, passant par le centre d'une 
autre circonférence A', coupe celle-ci en A, B. Une corde AM 
de A' rencontre A en M'. Démontrer que BM' = MM'. 

De cette remarque, déduire une solution du problème sui- 
vant : 

Deux points A, B étant donnés sur une circonférence A, 
trouver sur A un point M, tel que MA H- MB soit égale à une 
longueur donnée 2h. 

(B. Sollertinski, professeur à Gatschina, Russie.) 

328. — ' Trois ballons se meuvent en ligne droite avec des 
vitesses uniformes. 

On donne leurs positions à deux instants différents. Con- 
struire une ligne droite qui puisse être parcourue par un ballon 
avec une vitesse uniforme, de telle sorte que les trois pre- 
miers ballons paraissent immobiles à l'aréonaute du qua- 
trième. (Tarry.) 

329. — Quatre trains se meuvent sur des voies rectilignes 
avec des vitesses uniformes. 

On donne leur positions à deux instants différents. Cons- 
truire une voie rectiligne qui puisse être parcourue par un 
train avec une vitesse uniforme telle que les quatre premiers 
trains paraissent immobiles au conducteur du cinquième. 

(Tarry,) 

330. — Soient OX, OY deux rayons rectangulaires dans 
un cercle A. Par 0, on trace deux rayons OA, OB symélriques 
par rapport à la bissectrice de YOX. 

Par B, on mène des parallèles aux droites OX, OY ; elles 
rencontrent OA aux points I, J • 
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Démontrer que la polaire de I, relativement à A, passe par J. 

(G. L.) 

331. — On considère deux cercles A, A'^ dont les centres 
sont les points 0, 0'. La droite 00' rencontre A, A', respecti- 
vement aux points A, B; A', B\ Soient M, M' les extrémités 
de deux rayons mobiles, parallèles, et de même direction. 
Cela posé, AM, B'Al' se rencontrent en P ; BM, A'M', en Q. 

Démontrer que PQ passe constamment par un point fixe. 

(G. L.) 

332. — Résoudre l'équation 

I 1 I I _ 

x(x—a){X''b) a{a—x)[a—b) b{h—x)[b—a) 0LX*--abx—(i^ 

(G,L) 

333. — Sur une droite OA de longueur ad, on prend des 
points qui la partagent en m parties égales. Aux points de 
division, on applique des forces parallèles, mesurées par les 
distances de leurs points d'application au point 0. Ces forces 
ont même direction, mais sont alternativement dirigées dans 
un sens et dans l'autre. On demande; 1<* l'intensité de la résul- 
tante, 2® la distance de son point d'application au point 0. 

(M, Moureau, élève au lycée Henri IV.) 

Nota. — !<> M. Edouard liucas va publier incessamment une première 
série de jeux scientifiques pour servir à Thistoire, à l'enseignement et 
à la pratique des arts du calcul et du dessin. — Demander le prospec- 
tus par une carte postale adressée à l'auteur, 1, rue Boutarel. 

2* Le 18* Congrès de l'Association Française pour TAvancement des 
Sciences se tiendra à Paris, à TÉcole des Ponts et Chaussées, du 8 au 
14 août, sous la présidence de M. de Lagaze Duthiers, membre de Tlnsti- 
tut. Cette Session comprendra des séances de sections, des visites indus- 
trielles et des excursions dans les environs de Paris. 

UAssociation distribue chaque année des subventions pour des recher- 
ches ou expériences scientifiques. Une somme de 18,000 francs a été 
votée cette année par le Conseil et le total des subventions distribuées 
à ce jour, s'élève à la somme de 192,000 francs. Pour tous les rensei- 
gnements, s'adresser au Secrétariat, 28, rue Serpente, à Paris. 



Le Directeur Gérant, 

G. DK LONGGHAMPS, 



IMPRlMfiRlB CBNTRILB DES CHBUINS DE FER. — IMPRIlfERIB CHAIX. 
RUE BERGERE, 20, PARIS. — 1440^-6-9» 
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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE 

DU THÉORÈME DE PAGES C) 
Par M. £• Pomey. 



Théorème. — Dans une conique quelconque, la projection de 
la portion de normale comprise entre l'axe focal et le point 
d'incidence, sur le rayon vecteur du point d'incidence, est constante 
et égale au paramètre de la courbe. 

\^ Coniques à centre, — Soient F et F' les foyers, M un point 
de la courbe, I le point dé rencontre de la normale en M 
avec FF'. Posons 
MF ^ 8, MF' = 8', FF' = 2C, MI = N, IF = u, 

IF = u\ 8' + e§ = 2a, a^ - c^ = g6% 
e désignant -h i , ou — i , suivant que la courbe est une ellipse 
ou une hyperbole. En fin, soit cd Tangle que fait la normale avec 
chacun des rayons vecteurs. 

Des propriétés connues donnent ; 

u u' 

<1) 8=8-" 

(2) 88', =3 uu' -4- eNS 

(3) 4C*= 8* 4- 8'2 — 2S88' cos 2a>; 
Do (1), on déduit 

u _ u' _^ eu -t- w' 2C c 

l"" f ê8 + 8' "^ 2â "^ ô' 

c8 , o8' 

et, par suite, m = — > w = — 

^ a a 

Portant ces valeurs dans (2), on obtient 

6«88' 

(4) N«= — . 



(•) Voyez : Catalan, Cours d'Arudyse, p. 484. On trouvera (loc. cil.) une 
démonstration très élégante du théorème de Pages; mais elle exige la 
connaissance de l'équation polaire de l'ellipse. Il est vrai que cette équa- 
tion peut être établie par des considérations élémentaires. G. L. 

JOURNAL DB MATH. éLiM« » 1889; g 
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Ensuite, on tire de (3) 

I H- COS 2(1) (ô' + eZy — 4C* a* — c* 

C08« (o = = --rp ~ ^^7— » 

2 4S00 eo5 

OU 

(5) COS* ^ "= -^r 

Multipliant alors (4) et (o), membre à membre, on a 

N* coa* (0 = — - > 

a* 

d'où 

(6) N cos (0 = — = p. 

a '^ 

G. Q. F. D. 

^® Parabole, — La propriété s'étend immédiatement au cas 
de la parabole, en supposant que a et 6 grandissent indéfini- 

ment, — ayant une limite déterminée, égale à p. Mais on 

(m 

peut aussi l'établir directement, par des procédés divers, que 
le lecteur imaginera sans peine. 

Remarque. — On sait comment on établit géométriquement 
le théorème précédent, par des démonstrations très diverses; 
notamment, en s'appuyanl sur ce que le produit des distances 
des foyers à une tangente quelconque est constant; ou encore, 
comme le fait M. Ch. Taylor (*) en prouvant d'abord que la 
j)rojection de la portion de normale comprise entre le pied M et le 
point de rencmlre avec le petit axe (**) sur les rayons vecteurs 
correspondant à M, est constante et égale au demi-grand axe, La 
démonstration précédente offre un intérêt particulier parce 
qu'elle est naturelle et qu'elle se fixera facilement, croyons- 
nous, dans l'esprit des élèves; or, ce point a son importance. 

(*) The ancient and modeim Geoinetry of conics, p. 109. 

(**) Dans le cas de rcUipse. Il faut prendre Taxe non transverse, 
dans le cas de Thyperbole. 
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SUR LES EGALITES A DEUX DEGRES 

Par M. Cr. de lioni^ehamps. 



1. Définitions préliminaires. — Le général Frolow 
a récemment présenté à TA^cadémie de 3 Sciences (*) un mé- 
moire sur ce qu'il a proposé d'appeler les égalités à plusieurs 
degrés. 

Je rappellerai d'abord la définition qui sert de base au Mé- 
moire cité et, pour me borner, j'envisagerai seulement, dans 
cette Note, les égalités à deux degrés. 

Lorsque deux séries de nombres 

flj, a^, . . . Op, 

satisfont simultanément aux deux égalités 

«1 + ttj -h ... -i- ap.= ttj 4- a^ . . . 4- «p, 

oj 4. a| . . . -h a2 = af -h a| . . . -h al, 
qu'on peut écrire, plus simplement, 

Sa = Sa, 
Sa* = Sa«, 

nous dirons, avec le général Frolow, que ces nombres vérifient 
une égalité à deux degrés (**). 

Si N est un nombre, et v un chiffre dans le système do 
numération que nous adoptons, de base 6 ; alors le symbole Nv 
représente, dans la convention ordinaire, le nombre obtenu en 
écrivant v à la droite de N. 

(•) Comptes-rendus, séance du 19 novembre 1888. Voyez aussi le Bulletin 
de la Société mathématique de France, 1889, p. 69. 

(•*) Pour démontrer, par un exemple évident, l'existence de ces égalités, 
il suffît de prendre la suite 

ab, bc, ca\ 
ha, db, ac . 
a, 6, c désignant des chiffres quelconques (ab = loa -h b ;...). 
De même» 

abc, bca, cab ; 
acb, bac, cba ; 
etc.. 
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D'après cela, on a 

Nv s: N X 6 + V. 

Pour plus de simplicité dans la rédaction qui suit, nous 
supposerons 6 = lo et nous aurons 

(1) Nv =: N X 10 + V. 
Cette égalité prouve que Ton a 

(2) (Nv)» =: N« X 100 H- 20N X v -+- v> (*), 
identité évidente, que nous utiliserons dans les développe- 
ments qui suivent. 

Pour éviter certaines répétitions, il sera sous-entendu que 

les lettres 

a, p, Y- . . 

a, 6, c. . ., 
représentent des chiffres. 

2. Théorème. — Si 

(3) a> P» Y ••• 

df XJ, L/, • • • 

constituent une égalité à deux degrés; les nombres 

(4) aj3, .ÊY, ya, ... 

ab, bc, ca. . . . 
jouissent de la même propriété. 

Raisonnons sur trois chiffres, 
1° Nous avons 

ap + f^Y + ya — 1 1 (a + p -+- y) , 

ab -h bc -^- ca = Il (a -h b -h c). 
Par conséquent, l'égalité 

a-t-|3 + Y = a + & + c, 
entraîne la suivante 

a^ -Y- Py -h yx = ab -h bc -h ca. 
2® 11 reste à vérifier que 

(ap)« + (Py)' + M^ = (a^)' + (bcy + {ca)K 
Or, 

(ap)« = 100. a« + p« -I- 20a X P; 
et, par suite, 

(ap)« -f- (Py)" + (y*)' = ioi(a« + p« + y') + 2o(a x p + p X Y 

-h Y X a). 



(*) Il convient de noter ici, arec soin, la difiérence qui existe entre 
les deux écritures : Nv et N X v. 
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Mais 

(a + p -I- y)* =: a^ + p> + Y« + 2(a X p +,p X y + Y X a). 

De ces deux égalités, on déduit 

(F) (a6)« 4- (Py)* -+- (y(x.y = 9 1 (a» 4- p« + y') + i o(a + p 4- y)'. 

D'après cela, si les suites (3) forment une égalité à deux 
degrés, il en est de même des suites (4). 

EXEMPLE (*). — Les chiffres : 

1, 6, 8, 

2, 4, 9, 

forment une égalité à deux degrés, puisque Ton a 



I 4- 6 + 8 = i5, 




I« 4- 6» 4-8» = ICI, 


24-4 + 9— i5; 




2* + 4' 4- 9* = lor. 


Les nombres : 

16, 


68, 81; 


24, 49, 92: 
forment aussi une égalité à deux degrés. On a, en effet. 


16 4- 68 4- 81 - i65, 




16^ 4- 68^ + 81^ 4- II 441, 


24 4- 49 4- 92 i65; 




24^ 4- 49^ 4- 92^ = II 441. 




(A suivre,) 



Lk DETERMINATION DES IMAGES DES OBJETS 

DANS LES MILIEUX REFRINGENTS 

Par S^yéchnicoir, professeur au Gymnase de Froïtrx (Russie, 

gouvernement d'Orenbourg). 



I 

Supposons que l'œil A soit situé dans le miroir P et regarde 
le point lumineux S, dans le milieu Q. Désignons parn Tindice 
de rétraction du milieu P, par rapport au milieu Q. L'image 
du point lumineux se forme par Tintersection des rayons 
réfractés qui pénètrent dans Tœil (fig, 1). 

(*) Cet exemple est eînprunté au Mémoire du général Frolow (Bulletin 
de la Société mathématique^ 1889, p. 76). 
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Supposons que la pupille de Tœil ait la forme d'une fente 
infiniment étroite, perpendiculaire ou oblique au plan de la 
figure, et que A soit le milieu de la pupille. 

Les rayons réfractés qui pénètrent dans Tœil sont situés 
dans les plans différents. Mais tous ces plans passent par la 
droite SO, perpendiculaire au plan qui limite les deux milieux 
transparents. On peut supposer que les prolongements des 




Fig. 4. 



rayons qui pénètrent dans Tœil se coupent en un point T, 
situé sur la droite SO; car la longueur de la pupille est très 
pelite, et ces rayons ne peuvent se couper en un autre point. 
Un examen attentif prouve, d'ailleurs, que Timage du point S 
n'est pas le point T, mais une tache très petite. 

Il est facile de construire l'image d'un objet BD, pour l'œil 
A (fig. i). Par le point A, menons une droite quelconque AM, 
et considérons-la comme un rayon réfracté. Construisons le 
rayon incident MH, sachant que 

sin HML = n.sin AMG. 

Supposons que la droite MH et la ligne BD se coupent en 
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un point S. Il est évident que Timage du point S doit être 
située sur le prolongement de la droite AM. Du point S, abais- 
sons la perpendiculaire SO sur la droite PM. Le point d'in- 
tersection des droites SO et AM est Timage du point S pour 
Tœil A. Par des constructions semblables, nous pouvons déter- 
miner, sur BD, plusieurs points S^, Sj, Sj,... et trouver leurs 
images Tjj^Tj, Ts,... Joignons ces points par une courbe 
continue. Alors, nous aurons Timage de Tobjet BD pour Tœil A. 

Si le point lumineux S se meut sur la droite MSH, son 
image T décrit la droite AMT. C'est pourquoi Ton peut dire quo 
la droite MT est l'image de la droite MS, pour l'œil A. 

Étant données les positions de l'œil et de l'image d'un point, 
on peut déterminer la position du point lumineux. 

Désignons par a?, t/, y\ k les distances PO, SO, TO, AP, et 
par i et r les angles d'incidence et de réfraction SML, AMG. 
D'après la loi de Descartes 
(A) sin i — n sin r. 

Les triangles semblables APM et TOM donnent 

PM : ÂP = ÔM : fô, 



d'où PM : Aï^ = (PM+OM) : (AP+TO) = x : (A 4-/). 
Le triangle rectangle APM donne 

PM 
tg r =t = . 

AP 
Par suite, 

X 



Les triangles rectangles MOT et MOS donnent 



MO = UT. tg r, MO = SO. Ig i ; 

d'où 

(0) 1/ tg r = 2/ tg î. . 

On tire, de l'équation (A), 

. . n tg r 

tg i = • 

v/i 4- (i — n*) tg* r 
C'est pourquoi l'équation (C) donne 

n\j = y' y/ \ -h (i — n') tg* r. 
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X 

Remplaçons tg r par : ; nous avons 

X -^ y 

^ ^ ^ n V yfi -h y)* 

Le triangle MTS donne MT : MS = sia i : sin r, 
d'oîi 



(2) MT = n.MS... 

Prenons les droites PB, PO pour axes des coordonnées. Sup- 
posons que Tobjet BS ait la forme d'une courbe dont l'équation 

8oitf(x,y) =0. Si nous remplaçons y par— i/ i + -7 7-^» 

dans cette équation, nous aurons celle de son image CT. 

L'image de la droite BS, parallèle à PO, est une courbe qui a 
pour équation 



x^ = 



(1 -n«)2^» 



Nous avons désigné par h la distance BP. 

Le rayon de courbure de cette courbe, au point C(o, nb), est 

{nb 4- ky 

( I — n^)nb ' - 

Si k est nul, nous aurons l'équation de l'ellipse. 

3 
Sil'objetest situé dans l'eau, n =- ; etla formule (1) devient 

4 

La surface de rotation de la courbe GT, autour de l'axe CA, 
dans la fig. /, est l'image du fond plan du bassin ayant la pro- 
fondeur 6, pour l'œil A. 

Prenons la droite PB pour axe des z et deux droites quel- 
conques perpendiculaires entre elles, sur la surface du liquide, 
pour axe des x et des y. Désignons par x, y, z les coordon- 
données du point lumineux S, et par x\ y\ %' les coordonnées 
de son image T. Alors ^ 

sV (i - n%x'' +y*)\^ 

v-l n ^^ OC , Z "^^^ Z l flm 
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Si fc = o, « = v/'S?'* -+- ( 1 - n*)(aî'* + ip) \ n. 
Supposons que la pupille soit dans le plan de la (fig. 2). 
Prenons deux rayons in- 



G Cr' 



cidents SM et SM', formant 
un angle très petit. Les 
rayons réfractés MN, M'N' 
se coupent en un point T qui 
n'est pas situé sur la droite 
S9. 

L'œil qui reçoit tous les 
rayons entre MN et M'N' 
voit le point S en T. Dési- 
gnons par t, t' les angles 
d'incidence SML, S M'L'; et 
par r, r' les angles de ré- 
fraction NMG, N'M'G'. AJors 

M'SM =i'- i, MTS = r' - r. 
Les triangles rectangles OMS, OM'S donnent 




d'où 



OM'-ytgt', OM = t/tgi; 



OM' - OM = MM' = y(tg i' - tg i) = ^ ^^^(^^,- . 

cos % cos i 
Le triangle MM'T donne 

ÏM llÎM' =: cos r' : sin (r' - r). 
Par conséquent, 

^ ^ y cos r' sin {%' ~ i ) 

cos i' cos i sin (r' — /•) ' 
Lorsque les différences i' — f et / — r décroissent indéfi- 
niment, leur rapport, et celui de leurs sinus, s'approchent 
indétiniment d'une limite déterminée. 



Sln(^'~^) 

lim . ) , '- = lira 

sin (?' — r) 



sin 



H - i 



sin 



r — r 



2 



Mais 
d'où 



sin z = n sin / ', sin i = n sin r, 
sin i' — sin f = n(sia r' — sin r), 



JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1839. 



8. 



118 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



'f 



-î' __ j j' _j_ j f T Y — Y 

2 sin cos = in sin cos 

2 2 2 2 

sin : sm = n cos : cos 



o 



2 2 



Par suite, 



(D) lim. TM = 



sin (ï — i) n cos 7' 

hm. . , = :- 

sin (r — r) cos t 

ny cos* r 



cos' i 



Désignons par ; et y| les distances PQ et TQ. Le triangle 
rectangle TQM donne 

TQ = TM cos r, QM = TM sin r (*). 

7} y ces' r 



(E) TQ=-/i = 



cos'' i 



— — nu cos* r sin ?• 

QM= -^ r-: , 



cos' i 

ny cos* r sin r 



OM-QM = 0Q = ytgi- ^^^, . . 

OU 

Or, Timage du point S s*écarte de la perpendiculaire SO; et 
cet écartement est proportionnel au cube de la tangente de 
Tanglo d'incidence. Il est facile de démonlrer que 



(G) tg r = — ^ , OQ :.. (i _ n*)Yi fg' r, 

/C H- 7J 



<'' »=K 



(^4-71)*; . ^"^ (A + ïi)» 



La courbe G, sur la figure 1, est Timage de la droite BS, pour 
Tœil A, si la pupille est située dans le plan de la figure. 

La pupille de l'œil humain est circulaire. C'est pourquoi 
Tceil A voit deui images T, I, du même point lumineux S. 
Il est évident que l'image T est plus claire que l'image I. 
L'image I rend Timage T moins distincte. 

(*) Fig. t et 2. 
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II 

Supposons qu'un point S soit vu à travers un milieu à faces 
parallèles. Soit n Tindice de réfraction du milieu P par rapporfc 
au milieu Q (Fig, 3). SM étant un rayon quelconque, désignons 
par i, r les angles 
d'incidence et de 
réfraction SML, 
FMN. Alors les an 
gles de seconde 
incidence et de se- 
conde réfraction, 
MNE et GNL, se- 
ront r et i. Le rayon 
émergent NL et 
laperpen liculaire 
OS se coupent en 
un point T. Dési- 
gnons par y la dis- 
tance SS et par q 

l'épaisseur 00' du 
milieu P, puis cal- 
culons la longueur 




Fi0, 3. 



(ie TO = y', qui détermine la position de l'image du point 
S, pour l'œil A, placé sur la droite NL. 

Le triangle rectangle TON donne tg i = 



ON 
ÔF 



Les triangles semblables TON et APN donnent 



ON 

= NP ; ÂP = (UN -t- NP) 
Par suite, 



OT 

[ÔF -hIP) =x : {x-h 7/). 



(H) 



tg« = 



X 



X + y 

Les triangles NOT, NFM, MO'S donnent: 
(J) ON = y' tg i, FN = g tg r, cm = (j/ - q) tg /; 
d'oïl (j/' - y + 7) ^ * = ? tg r. 
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On tire, de réqualion (A), 

tgr- ^ 



v/n* H- (n* — 1 ) tg* i 
D'après cela, l'équation (J) donne 



y -2/ + ^ = 



\/n* + (n» — i) tg* i 
d'où 



(4) y = iy^q- 



\/ 



n* -f- (n* — i) 



{X + yy 



3 
Pour le verre, ri = -. La formule devient, alors, 

2 

(4 bis) y = y' -^ q - 



v/ 



Sa?» 

9 + 



(^ -^ yy 



SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 
Par M. A* Boutin, professeur au GoUôge de Gourdemanclie* 

(Swifc, voirp. 152.) 



XI. — Distance des points isodynamiques. 

Employons, pour déterminer cette distance, la formule ; 

- 8*S sin* A - S(a; — x^Y + S cos k {y — y^){z -^z^). 

Il vient successivement cp, en introduisant les angles 6 et <p • 

_h sin A cos (A — 3o®) h sin A cos (A + 3o<^) 

^ " '^* " S sin A cos (A - 3o«) "" S sin A cos (A -4- 3o«) ' 

V • . A 2 tg 9 cotg 9 

2 sin* A = — ^^ ^— , 

igcpcotgO— I 

s sin A cos (A + 3oo) = \ ^ ^^"^ " °°^g '^ . 

t^ Q cotg 8 — 1 
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s sin A cos (A - 300) = '^ '' ^^^ "^ ^^ '^^ 
sin A sin B sin G r= 
S sin A cos A = 



S cos* A = 

tg cp cotg ô — I 

D'après cela, 



tg 


<p cotg 6 ■ 
tg? 


1 
— I 


tg? 


cotg 6 — 

2 tg9 


1 


tg? 

tg? 


cotg 6 — 
cotg 6 — 


9 

I 

3 . 



x-x, =_£Vi 



(sin A — cotg ô cos A); 



3 - cotg*Ô 
puis, 

8* tg 9 cotg Ô (cotg* Ô - 3)* „, . , , , .X. 

— ^l,,^ \ °^ r-^ -= 23(sin A - cotg 9 cos A)» 

i2R*(tg(p cotg 6 - i) ^ ^ 

+ S cos A (sin B — cotg 6 cos B)(sin G — cotg 6 cos G) 
= S sin* A -f- cotg* 6 2 cos* A — 3 ootg 6 S sin A cos A 
-4- XI cos A sin B sin G -h 3 cotg* 6 cos A cos B cos G 
tg 9 cotg 6 (cotg* ô — 3 ) 
tg <p cotg 6 — I 
Finalement, 

2R\/3 



a = VW 



v/cotg* - 3 



XII. — Calcul des distances VVj, WWj. 
Employons la même formule; nous avons ; 

_ h cos (A -- 3o**) sin A 
^ ~ ^^= S~sin A cos (A - 3o«) 

^ h sin A cos (B - 3o*>) cos (G - 3o^) 

"" S sin A cos (B - 3o«) cos (G - 3o'>) * 
Mais, 

v/3 
S sin A cos (B - 3o°) cos (G - 3o«) = ^^ S sin A cos (A - 3o°) 

v/3 tg 9 (v/3 4- cotg ô) 

— — — • ■ • 

2 tg 9 cotg 6 — I 
On a donc 

3._j._ _ 2R r V3 cos (A - 30°) - 1 

' v/3(colg9 + v/3)L I 2C0s(B - 3o«) cos (G - 30») J ' 
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et, par suite, 

38* — 

^(cotg e + v/3)»S sin» A = S(cos A - 2 cosB cos C)* 4- 

oR 

-4- 23cos A (cos B — 2 cos A cos G)(cos G — 2 cos A cos B) 

= Scos* A — 9CO8 A cos B cos G + 4COS A cos B cos G S cos*A 

^ tgcpcotge (tgycotge - 9) 

(JgçcotgO- i)« 

ou, enfin, 

2S 

B* = VV,' = ;7— — 7^(^^^g^ - 9C0tgcp). 

3(cotg Ô ■♦- V 3)' 

On trouverait, de même, 

XIII. — Distances des centres isogones Y^ W,. 
Pour les points Vj, Wj, on a 

h sin A cos (B - 3o«) cos (G - 3o«) 



3u ~~ w* -^ 



S sin A cos (B — 3o«) cos (G - 3o«) 
h sin A cos (B -h 3o*) cos (G + 3o«) 



S sin A cos (B + 3o«) cos (G + 3o«) 

R r (colg6-v'3)(co8Bv/3+8iDB)(cosV3H-8inG)4-] 

v/3(colg»ô - 3)L-f-lcotg6+v/3)(c«sBv/3-siiiB)(cosGv^3-8inB) J 

2R 

(4Cotg 6 cos B cos G 4- cotg 6 cos A — 3 sin A). 



v/3(cotg«6 - 3) 

Par suite, 3^7 MS* ^ - 3)«2sin«A 

=:= S(4cotg COS B cos G -f- cotg ô cos A — 3sin A*) 

-h S cosA(4Cotge cos A cos G + cotgô cosB — 3sinB) 

X (4C0tg Ô cos A cos B + cotg 6 cos G — 3 sin G) ; 

^ , X ^o 2S cotg 6 — g cotff CD 

ou, finalement, 8* = — — ^ . 

' 3 cotg* e - 3 

(A suivre,) 
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SUR LA 



GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. G* de IiOM(|ehamp«« 

(Suitef Yoir p. 155.) 



129. La hauteur de la montagne. — Soit S le som- 
met de la montagne. Deux mires verticales, de même hauteur, 
sont situées en <. 

AB, A'B'. L'obser- 
vateur vient suc- 
cessivement se 
placer en 0, puis o 
en 0', de façon 
que les lignes de 
visée OB, O'B' 
passent par le 
point S. 

On observera 




Fig. 349, 



d'abord que les droites 00', AA' sont parallèles. En effet, soit 
(o la projection de S sur le plan de Thorizon (*); on a 



(1) 



(0 







(O 



>(0 



0' 



b) 



AB OA A'B' O'A" 

Comme on suppose AB = A'B', on a donc 

0(0 _ O'iû 

Ainsi, les droites AA', 00' sont parallèles. 
Plaçons en M un jalon, en ligne droite avec OA', d'une part, 
et avec O'A, d'antre part; puis, par M, traçons MN parallèle à 

(*) Les points O, G' sont sufELsainment rapprochés, dans les opérations 
de ce genre, pour qu'on puisse, sans erreur appréciable, les considérer 
comme situés dans un même plan liorizontal. 
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00'. La ponctuelle 0, N, À, (o est harmonique, et Ton peutécrire 

NO coO _ (oO 
NA ~i^^ 0)0 - OA' 

dob ù)0 =- • 

^ ^ NO- NA 

D'après cela, Tégalité (1) devient 

NO 

S<o = AB - 



NO - NA 

Cette égalité permet de calculer Sco, et Ton voit que tout le 
travail se trouve réduit à quelques jalonnements bien simples 
et à la mesure des segments NO, NA; la hauteur AB étant 
connue une fois pour toutes. Il faut noter avec soin que, dans 
la formule précédente, AB ne désigne pas la longueur totale 
de la mire : il faut, de celle-ci, retrancher la hauteur h de l'œil 
de l'observateur au-dessus de Thorizon, Au contraire, on doit 
ajouter A à la hauteur de la montagne; mais cette dernière 
correction est insignifiante. 

Si les piquets employés AB, A'B' ne sont pas de même 
longueur, la construction précédente et la formule trouvée 
s'appliquent encore, avec la modification suivante. 

Dans ce cas, AA', 00' ne sont plus parallèles et Ton doit 
remplacer MN par une droite allant de M au point de concours 
de AA' avec 00'. Il peut arriver, si les hauteurs AB, A'B' 
diffèrent peu, que ce point de concours soit trop éloigné pour 
pouvoir être déterminé: alors, on utilisera Tune des construc- 
tions que nous avons précédemment indiquées {seconde partie, 
§ 35) lorsque nous nous sommes occupé du problème des 
percées concourantes. (A Suivre.) 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



Épure du concours de 1889 pour l'admission 
â l'École spéciale militaire. 

On donne un plan PaP', dont les traces font avec la ligne di 
terre xy ^x à gauche, y à droite) deux angles Pay et P'ay égaux 
chacun à 45®; sur la trace horizontale un point A dont U éloigne- 
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ment est 40'"°', et sur la trace verticale un point B dont la cote 
est 62"". La droite AB est U côté d'un carré situé dans le plan 
PaP', à droite de AB; ce carré est la base d'un cube situé au-dessus 
du plan. 

ConHruire l'intersection de ce cube avec le cylindre droit ayant 
pour trace verticale un cercle de 65"" de rayon, situé au-dessus de 
la ligne de terre et tangent à cette ligne au point a', projection 
verticale du point A. 

On représentera la partie du solide cubique comprise dans le 

cylindre. , , , , . . 

^ (Durée de la séance: 2 h. 1/2.) 

3 
Nous avons construit Tépure à l'échelle - • 

On obtient aisément les traces du plan donné PaP', et le 
côté donné a6, a'V du cube. 

On rabat sur le plan horizontal, autour de aP, le plan PaP', 
et la droite a6, a'6' de ce plan ; on obtient les rabattements 
Bi de B, aBi de aP', aB^ de ab, a'b'. La perpendiculaire aD^ 
menée en o à aB^, égale à a B^, est le rabattement d'un côté du 
cube adjacent au côté donné. On sait relever en d, d' le point 
rabattu en D^. On achève facilement les parallélogrammes badc, 
b'a'd'c\ projections de la base inférieure du cube. 

Des sommets de cette base on mené des perpendiculaires 
aux traces du plan; Tune d'elles, at, a't' est amenée à être 
de front par rotation autour de la verticale a, a'z'\ sa projec- 
tion verticale nouvelle est a7/; on porte sur a7/, à partir de 
a, la longueur a'e/égaleà a^^\ la perpendiculaire e/e' à aV 
donne sur a'f la projection verticale e' d'un sommet E de la 
base supérieure du cube; d'où l'on déduit e\ d'ailleurs, a'e 
égale 06. On construit ensuite les projections des autres som- 
mets F, G, H du cube. 

On marque sur àz' la projection verticale o' de l'axe du cy- 
lindre donné, et on décrit la circonférence o' trace et projection 
verticale de ce cylindre, ainsi que son contour apparent hori- 
zontal de droite, n^^n^, seul utile. 

A, est un point isolé de l'intersection du cube et du cylindre. 

La circonférence o' coupe les projections verticales de quatre 
arêtes du cube, autres que les trois qui passent par a, a\ en des 
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points i\ /, A;', ï qui sont les projections verticales de points 
d'intersection du cylindre et d'arête du cube; on a, par suite, 
Jours projections horizontales i, y, i, l. De I en J, le cylindre 
coupe la face ABCD du cube selon un arc d'ellipse, qui se pro- 
jette verticalement selon Tare de cercle ij et horizontalement 
selon un arc d'ellipse i;, dont on obtient un point quelconque 
au moyen d'un plan sécant horizontal auxiliaire; i'.2' donne 
l'horizontale T. 2', 1.2 de la face ABCD, la génératrice l\ 
IqI du cylindre : i .2 et l^l se coupent en un point l^ de l'arc ij. 
On construit de même les arcs d'ellipse j/c, kl, li, projections 
horizontales des intersections du cylindre et des faces BGGF, 
GGHD, HDAE. Un plan sécant horizontal auxiliaire donne, 
en général, deux points de la projection horizontale de l'inter- 
section du cylindre et du cube; tel est le plan horizontal 3'. 4' 
qui donne les points m et Wi. Il est nécessaire de trouver 
les projections horizontales n et n^ des points ou la généra- 
trice n\ UqU^ de contour apparent horizontal du cylindre coupe 
le cube ; en n la courbe knml est tangente à non^ ; en n^ la courbe 
jn^m^i est tangente à n^n^, 

La projection verticale de la tangente à l'intersection en un 
point quelconque m^, m' est la tangente rY en m au cercle 0'; 
rY est la projection verticale d'une droite du plan ABCD; 
elle coupe en R et S deux droites de ce plan; donc la pro- 
jection horizontale de la tangente en m^, m\ est rs. 

La projection verticale du corps demandé est la partie 
de projection du cube limitée par l'arc i'Vfk'\ et par le con- 
tour polygonal k'g'fe'a'V, Sa projection horizontale est for- 
mée par les projections horizontales des arêtes du cube 
qui ne sontpas coupées, par les portions ai, bj, gk, kl de pro- 
jeciions horizontales des quatre arêtes coupées, par la por- 
tion nwi du contour apparent horizontal du cylindre, et, enfin, 
piir les quatre arcs utiles des ellipses, projections de l'inter- 
section du cylindre et du cube ; les arcs il et rijmit sont 
cachés. 

ERNEST LeBON. 



\ 



188 JOURNAL DB MATHâMATIQDBS ÉI.6MENTAIRKS 



BIBLIOGRAPHIE 



Sur une nouvelle méthode de résolution des équations 
linéaires, et sur l'application de cette méthode au calcul 
des déteminants; par B. I. Glasen, chaooine dé la cathédrale de 
Luxembourg. (Brochure de 32 ps^ges; à Paris, Gauthier- Villars et fils, 55, 
quai des Grands-Augustins.) 

La méthode exposée dans la brochure en question présente une grande 
analogie avec celle qui est connue dans l'enseignement français sous le 
nom de Méthode par réduction aux mêmes coefficients. 

Si nous prenons, pour fixer les idées, Texemple classique de trois 
équations à trois inconnues 

U = ax -h hy -{- cz — d := o, 
Yz=a'x-{- h'y + c'z —d' — o^ 
W = a"x H- h" y 4- c''z — d" = o\ 
au lieu de tirer x, y, des premières, pour porter ces valeurs dans la 
troisième (ce qui constitue la méthode par substitution), on combine, 
dans Ja méthode en question, les équations U = o, V ~ o, de façon que, 
dans les combinaisons obtenues, on ait les résultats suivants : 

1" La lettre x fait partie de la première combinaison, mais elle n'entre 
pas dans Ja seconde ; et vice versa, pour y. 

2*> Dans les deux combinaisons, x, y ont (au signe près, dans certains 
cas) le même coefficient. 

Ces combinaisons s'obtiennent Immédiatement en observant que 
6'U — 6V = [aH — ba')x + (cb' — bc')z — db' + &d' =^ o, 
aV — o'U = {ab' — ba'iy -h {ad 4- ca')z — ad' H- da' = o. 

En multipliant les égalités ainsi obtenues, respectivement, par -— a". 
— b" ; et en ajoutant les résultats avec la troisième équation, on a la valeur 
dé z. 

Dans la méthode classique, à laquelle nous avons fait allusion plus haut, 
on opère différemment. On sait que pour, appliquer cette méthode, on 
réduit une inconnue, x par exemple, au même coefficient dans les trois 
équations. A cet effet, on multiplie les deux membres de celles-ci, res- 
pectivement, par a a", a"a, aa' ; et en les soustrayant membre à membre 
deux à deux, on reste en présence de deux équations à deux incon- 
nues sur lesquelles on opère de la même façon. Je ne sais pas si, dans 
la pratique (*), et malgré les perfectionnements de calcul que M. Glasen 
fait connaître, le procédé est plus simple que celui que je viens de 
rappeler; on voit, dans tous les cas, la différence essentielle qui existe 
entre les deux méthodes. 



( *) Pour la théorie, il me paraît y avoir peu de différence entre les diverses 
méthodes. Dans les différents procédés de résolution des équations 
linéaires, il faut, en effet, établir que les systèmes considérés sont équi- 
valents; or, il y a toujours quelques longueurs d'explications, si l'on 
n'emploie pas le signe symbolique et les propriétés des déterminants. 
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J^ai moins goûté les considérations qui terminent la brochure, et qui 
sont relatives aux déterminants. Cette théorie des déterminants est 
aujourd'hui arrivée, autant que me permet de le juger une longue expérience 
do renseignement, au maximum de la simplicité. 11 ne me paraît pas 
facile de toucher maintenant, avec Tespoir de la perfectionner, à une 
chose aussi claire et qui, étant donnée Texposition classique d'aujourd^hui, 
pénètre si rapidement dans Tesprit de ceux qui abordent cet instrument 
de calcul!**). 

Trigonométrie recUIigne, suivie des principes de la nouvelle géo- 
métrie du triangle à Tusage des candidats aux baccalauréats es sciences 
et aux écoles du gouvernement par G. Lalbalétrier. Prix 2 fr. 50 ; en 
vente chez Groville-Morant, rue de la Sorbonne. 

Le livre de M. Lalbalétrier est divisée en deux parties. La première, 
est consacrée à la Trigonométrie rectiligne élémentaire. Le programme 
des matières demandées aux examens du Baccalauréat et à ceux des Ecoles 
du gouvernement y est développé avec beaucoup d'ordre et de clarté. 
L'auteur considère, avec raison, les formules 

a b c 

sin A ^ ain B sin G* 
A + B + G = it. 
comme fondamentales, dans la Trigonométrie plane. Il en fait usage, à 
Texclusion des autres formules ordinairement employées, pour la réso- 
lution des triangles, dans les difiérents cas. Il y a, dans cette manière 
uniforme d'attaquer cette question, un avantage pédagogique. En effet, les ' 
candidats éprouvent souvent quelqtie embarras pour faire le choix des for- 
mules qui conviennent le mieux au cas qui leur est proposé ; cet embarras 
leur est ainsi évité. Nous signalerons aussi le chapitre qui est consacré 
aux équations trigonométriques. Les équations de la€orme 

cos^ X -hp cos x-\- q =^ Of 
cos* x-hp cos* X -h q = Oy 
que Ton rencontre dans la solution de nombreux problèmes traités par 
la voie trigonométrique, y sont discutées complètement. Enfin, dans le 
chapitre réservé aux applications, Tauteur a rajeuni le sujet on faisant 
quelques emprunts à la Géométrie de la Règle et de TEquerre. Il eût pu 
nous semble-t-il, étendre un peu ces applications qui ont un attrait 
particulier, parce qu'elles donnent aux jeunes étudiants un premier 
exemple de l'utilité pratique des sciences mathématiques. Mais Tauteur 
me répondra sans doute, et je reconnais tout le poids, de cette objection, 
que, s'il ne l'a pas fait, c'est que les programmes lui imposaient cette 
discrétion ? 

Ge scrupule n'a pourtant pas empêché M. Lalbalétrier, et je ne saurais 
trop le louer de cet acte de courage, de consacrer la seconde partie de 
son ouvrage à la géométrie récente. Je sais que beaucoup de profes- 
seurs et d'élèves regrettent de n'être pas initiés à ce coin de la science 
géométrique, faute d'un livre leur expliquant nettement le sens exact 
des mots nouveaux qui y sont en usage et leur donnant la démonstra- 
tion de ses propriétés fondamentales. Geux-là trouveront la réponse à 

(**) La brochure de M. Glasen a paru, comme supplément dans le 
numéro de juillet de MqthésiSj avec une analyse de M. P. Mansion. 
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leurs désirs dans le livre que j'analyse ici et pour la composition duquel 
M. Lalbalétrier a puisé, en quelques endroits, après m'avoir demandé 
une autorisation que je lui ai donnée de bien grand cœu", dans le 
Journal de mathématiques, 

Al'Ëtranger, toutes les publications mathématiques, et je n'en excepte 
pas les livres classiques, sont remplies de documents empruntés à la 
nouvelle Géométrie du triangle. M. Lalbalétrier est le premier auteur 
français qui ait osé la présenter dans un ouvrage classique. S'il redoute, 
à ce sujet, quelques responsabilités, qu'il se rassure. Son exemple sera 
suivi, j'en ai la conviction la plus formelle, à bref délai; et bientôt ce 
petit coin si intéressant de la géométrie sera, dans ce pays de France 
qu'on dit, à tort, je pense, rebelle aux innovations les plus justifiées, aussi 
cultivé, aussi connu, aussi estimé qu'ailleurs. G. L. 



CONCOURS GENERAL 

DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 1889 



Cinquième année. 

— La droite kx est Taxe d'une parabole inconnue dont le sommet est 
A: deux points M et M' de cette courbe se projettent sur Xz aux points 
donnés N et N'; on a AN = a; AN' = a. 

lo Construire le point P où la corde MM' rencontre A^; réciproquement, 
construire le sommet A connaissant N, N' et P. 

2* On considère en particulier la parabole de sommet A qui admet 
pour normale en M la corde inconnue MM'; on lui mène, par le point M, 
une autre normale ;»Soit R le point d'incidence; calculer la distance du 
sommet a à la projection S, de R, sur Kz, Discuter. 

3* Prouver que si MR et MK' sont deux normales aux points R et R' 
issues du point M de la courbe, le système pesant, formé par la para- 
bole et par des poids égaux appliqués eu M, R, R', et supposé mobile 
autour de A^, droite horizontale et fixe, est en équilibre indifférent. 



QUESTION 277 

Solution par M. Emile Borel, élève au Lycée Louis -le -Grand 

(Sainte-Barbe) (*). 



Soient A et A' deux droites parallèles, 00' une peiyendiculaire 
commune. Par 0, on trace une transversale qui rencontre A' en A; 
puis on prend : sur OA, AD = AC = AO'; sur A', AB = AO'. 
La droite BC rencontre 00' en F et ^ en Q. De même, BD coupe 
00' en P' eî A en Q\ 

{*) Prix d*honneur de mathématiques spéciales au concours général 
de 1889, 
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Démontrer : /° Que la circonférence PO'Q est tangente à A, au 
point Q, et que la circonférence P'O'Q' touche A en Q'; 2^ que l^s 
circonférences PO'Q, P'O'Q' se touchent mutuellement en 0\ 

(G. L.) 

Traçonsia circonférence qui apour centre A. et pour rayon A.0'. 

lo II suffit de montrer que ÔQ^ = 00'. OP. 

Or, OQ = OC, le triangle OGQ étaut isoscèle, comme sem- 
blable au triangle isoscèle ABC. 11 faut prouver que 

ÔG^ = 00'. OP. 

A cet effet, montrons que GO' est antiparallële à PG dans 
Tangle POG; ceci ressort évidemment de la mesure des angles. 

On voit, de même, que CK/^ = ÔD^ = 00'. OP. 

2° Les centres des circonférences considérées se trouvant à 
rinterseclion des perpendiculaires élevées a A, en Q et Q', et 
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"\^ / aux milieux de O'P et 
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/ que 

% O'P OQ 






^--.._-- 


^j O'F OQ'' 




p 
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ou que 

O'P 00 



O'P' OD 

Abaissons, des points G et D,les perpendiculaires GI et DK, 
sur A'. Nous aurons 



D'autre part, 





oc CI 






OD O'K 




O'P 


BP' CO'^ 


10' 


O'P' 


BP'^* n V? 


IB 



et comme O'K = IB, la propriété est démontrée. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Alexandre Couvert, élève au lycée 
Gondorcet; E. Baudran, élève au lycée de Bouen, cours de Saiut-Gyr; 
Le Goff, à Lesneven; J.-M. Galban, élève à VÉcole Polytechnique de Madrid • 
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QUESTIONS PROPOSEES 



334. — Un trièdre S, ABC est tel que le dièdre suivant SA 
soit droit ; de plus, on suppose que les faces BSA, ASC sont 
égales, 

En posant BSA ■= ASC ::= a, BSC =^^, 
la formule fondamentale de la Trigonomélriesphérique appli- 
qué à un triangle rectangle isocèle, prouve que Ton a 

cos 6 = cos* «. 

On propose de reconnaître, élémentairement, cette relation" 
et d'en déduire la démonstration du théorème suivant : 

Si Von coupe le trièdre considéré par un plan perpendiculaire 
à Vune des arêtes, le triangle obtenu est rectangle, 

335. — Soit yOxnn angle droit; sur Oy, on donne un point 
fixe A, par lequel on mené une transversaie mobile rencon- 
trant Occ en G ; la bissectrice de OAG coupe Ox* en, D. 

1® Démontrer que la perpendiculaire élevée en D, à AD. 
rencontre AG en un point I, dont le lieu géométrique est une 
parabole, de foyer A. 

2® La perpendiculaire menée, par A, à la transversale AG, 
coupe Ox en B ; la bissectrice de Tangle ABG rencontre AG, 
en J ; le lieu de J est aussi une parabole de foyer A. 

3<* Les droites AD et BJ se coupent en un certain point K; le 
lieu de K est une droite. (G, L.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS 
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PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE RECTANGLE 

Par M. li. Benezcch. 



Je me propose d'établir, »lans celte Note, deux propriétés 
caractéristiques du triangle rectangle. Elles ne sont pas sans 
doute d'une grande importance ; peut-être ont-elles Tavantage 
d'être nouvelles. 

Théorème I. — Dans tout triangle ABC, rectangle en A, 
on a: OV -h 0I| = Olb -+- Ole ; et réciproquement. 

Théorème II. — Dans tout triangle ABC, rectangle en A, 
on u ; (1)1 -H (ola + wFb + colc ; et réciproquement, 

(0, désigne le centre du cercle des neuf points; 0, I, I^, I^,, I ^ 
représentent, respectivement, les centres des cercles : circon- 
scrit, inscrit et ex-inscrit. Pour établir ces propriétés, nous 
nous appuierons sur la proposition suivante : 

Lemme. — Dans tout triangle ABC, rectangle en A, r» = 
r -+- rb -+- Te; e/ réciproquement (r, ra, n, rc désignant les rayons 
du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits). 

En effet, dans un triangle ABC, rectangle en A, les rayons 
Ta, r, ?'b, re, exprimés en fonction des côtés, ont pour valeurs 
respectives : p, p — a, p — c, p --- b. 

D'après cela, l'égalité /•« = r -h n + rc est manifeste. 

Réciproquement. — Si OA' est la perpendiculaire abaissée du 
centre du cercle circonscrit sur le côté BG, on a : 

Q^, ^ r-hrt,-hrc- ra j"^) ^ 



[*) Cette relation est la conséquence du théorème de Garnot (la somme 
des distances du centre du cercle drconscrU aux côtés est égale au rayon du 
cercle circonscritf augmenté du rayon du cercle inscrit; Géométrie déposition 
§ 137) et du théorème de Bobilier (le cercle circonscrit au triangle passe par 
les milieux des segments obtenus en joignant le centre du cercle inscrit à Vun 
queiconque des centres des cercles ex-inscrits). (G. L.) 
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Si Ton suppose Va = r -^ n -h r^ alors OA' est nul; le 
triangle est donc rectangle en A. 

Cette remarque élant faite, nous pouvons aborder la démon- 
stration des théorèmes que nous avons en vue. 

i° Dans un triangle quelconque, on a, par le théorème 
d'Euler, 

Ôï* = R* - 2Rr, 

ÔÎ; = R« + 2Rra, 

Ôîî = R« + 2Rr6, 

Ôî* = R* + 2Rrc. 
On en déduit : 

(1) Ôl* 4- Ôîî - Ôîî -+. Ôîî = 2R(ra - r - n - r,). 
Mais, d'après le Lemme, le second membre de celte égalité 
est nul ; la première partie du théorème est donc démontrée. 

liéciproqtiement. Le premier membre de Tégalité (1) étant 
nul, Tbj — r — Tb — Te = o. Donc, d'après la réciproque du 
Lemme, le triangle est rectangle en A. 

Remarque. — De la relation : 

Ol* 4- ÔT^ - ÔTf - Ôï^e = o, (*) 
et de celle-ci : 

Ôï' 4- Ôîî + Ôïl 4- ÔT? = I2R«, 

qui est applicable à un triangle quelconque, on déduit, dans 
le cas du triangle rectangle, 

Ôï' 4- ÔTJ = Ôî? 4- Ôïî = 6RV 
2® Des formules connues {**) 

col = r, 

2 

T R 

a)la = — 4- Va, 

2 



(*) Voyez Catalan, Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire, 6® édi- 
tion, p. 146. 

(**) Elles résultent immédiatement du théorème de Feuerbach. la cir- 
cùnférence des neuf points est tangente au cercle inscrit et aux cercles exinscrits, 

(G. L.) 
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T ï^ 

«olb = — h rj», 

2 

T I^ 

0)lc = h Te, 

2 

on déduit : 

(1) (1)1 4- tola — olb — <i)Tc = Ta — r — n — r^. 

Or, d'après le Lemme, le second membre de (2) est nul; 
régalité est donc vérifiée. 

Réciproquement. Le premier membre de (2) étant nul, 

Ta — r — n — Te = o, 
par suite,, d'après la réciproque du Lemme, le triangle est rec- 
tangle en A. 

Remarque. — En combinant la relation 

(1)1 -+- (i)Ia — (Jùlb — lùlc = G, 

avec la suivante : 

(ûl 4- (ola 4- (dIj + (olc = 6R, 
qui est applicable à un triangte quelconque, on a : 

0)1 4- wlo = (olb 4- (aie = 3R. 



SUR LES EGALITES A DEUX DEGRÉS 

Par M. Q. de lioni^ehamps. 

{Suite et fin, voir p. 171.) 



3. Théorème. — Si les deux suites 

^h rY» Y»; 
ab, bc, ca; 

forment une égalité à deux degrés, les suites 

f«. yP» »y; 

ba, cb, ac; 
forment aussi une égalité à deux degrés. 

l® On a 

«p 4- Py 4- ya r= ii(a + P -h y); 
et, de même, 

fa 4- yP 4- ay = I i(a + P -+- y)- 
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D'où, ap -f- Py + ya = fa -+- yP + ay. 

De cette remarque, on conclut 

pot + yP -h ay = 6a 4- c6 + ac. 
2" La formule (F), établie ci-dessus, prouve que l'on a 
(ap)« 4- (py)' + (ya)« = (pa)« + (yf)» + (ay)» 
donc, etc. 

Exemple. — Nous avons trouvé que les suites 

i6 68 8i 
24 49 92 
constituent une égalité à deux degrés. D'après le théorème 
précédent^ les suites 

61, 86, 18; 
42, 94, 29; 
jouissent de la même propriété. 
On a bien, en effet, 



61 4- 86 4- 18 = i65, 
42 4- 94 4- 29 = i65; 



6i« 4- 86* 4- i8«= II 441, 
24» 4- 49* 4-92»= M 441 ; 



4. Théorème. — Soient : 

a> P» y; 

a, b, c; 
des chifff^es formant une égalité à deux degrés; les nombres 

aa, pb, yc; 

aa, bp, cy; 
forment au^ssi une égalité à deux degrés. ' 

En effet, en posant 

a4-p4-y = a4-64-c=S, 
a» 4- p* 4- y'^ = a* 4- 6* 4- c* = T, 
aXa4-6xp-hcXy = P, 
on a aa 4- p6 4- yc = aa 4- 6p 4- cy = i iS, 

(aa)« 4- {{tby 4- (yc)* = (aa)'» 4- (63)« 4- (cy)* 

= 101T4- 20P. 

Exemple. — Avec les chiffres déjà employés on obtient, par 
application du théorème précédent, les suites 

12, 64, 89; 
21, 46, 98; 
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qui constituent une égalité à deux degrés. On peut vérifier, 
en effet; que 

12 + 64 -+- 89 = 21 H- 46 + 98 = i65, 
12* + 64} -h 892 = 21* + 46» 4- 98* = î2 161. 

5. — On généralisera, sans difficulté, les propriétés pré- 
cédentes desquelles on peut déduire plusieurs corollaires. 
D'ailleurs, par application de la méthode indiquée, on établit 
facilement beaucoup d'autres propositions analogues. Voici, 
pour chaque exmple, la marche à suivre. 

Appelons caractéristiques d'une suite donnée A, B, G,... les 
quantités p, a : 

p= A-f- B+ G+... . 
ff = A» -+- B» + G* + . . . , 

et posons t = -(p* — <j) = SAB. 

A celte suite, on peut adjoindre, d'une infinité de façons, 
une autre suite 

dont les différents termes sont des fonctions des quantités 
données A, B, G, . . . 

En supposant que deux suites forment une égalité à deux 
degrés ; pour voir si les suites adjointes jouissent de la même 
propriété, on doit vérifier que leurs caractéristiques sont 
égales. 

Ainsi, pour citer le cas le plus évident, les suites : 

«, b, c; \ ^'' '' ^) 
étant à deux degrés ; les suites 

P + Y» Y + «. ût-Hp; 
b -h c, c 4- a, a -h b ; 

sont aussi à deux degrés; et leurs caractéristiques sont : 

2p, et 2(5 -h 2t. 

Exemple. — Les suites considérées ci-dessus, donnent 

H» 9» 7 ; 
i3, II, 6 . 
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De même, les suites 

*Py> Py*j y«P ; 

abc, bca, cab ; 
donnent des égalités à deux deç^rés, dont les caractéristiques 
sont : 

II Ip, lOIOKT H- 2220T ; 

6 vCi • • • 



SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 
Par M. A« Bontln, professeur au Collège de Courdemanclie- 

(Suite, voir p. 180.) 



XIV. — Distance P^ P, des centres des triangles équilatéraux 
podaires. 

Les coordonnées barycentriques de ces points étant : 

(PJ 2 sin A sin B sin G -+- ^3 sin* A,... 

(P,) 2 sin A sin B sin G — \/3 sin* A,... ; 

on a 

h sin A(2 sin B sin G -h \/3 sin A) 

x — a?! = ■ -"7= 

S(2 sin A sin B sin G -h y 3 sin' A) 

h sin A(2 sin B sin G — \/3 sin A) 



S(2 sin A sin B sin G -* v/3 sin* A) 
Mais : 

v/ • A • -D • n /â • ,AX V3 tgy(v/3-t-cotge) 

2(2 sin A sin B sin G -+- v 3 sin* A) = • -^ 7—7 — » 

^ *g ? cotg e — I 

/- . , , 21/3 tff ? (\/3 — cotff ô) 
2:(2sinAsinBsinC-v/3sin*A)=: ^ ^ ^ ^v |«_j^ 

2Rtgcp 



h sin A 



tg <p cotg 6 — I 



X 
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D'après cela, 

R r(2 8mB8inG+v/3smA)(v/3 — cotgô)"! 

^^^ v/3(3 -cotg«ô)L-(2siiiBsinG-v/3siQA)(v/3-+-cotge)J 

2R 
z= ^— (3 sin A — 2 cotff 6 sin B sin G) ; 

v/3(3-cotg«Ô) 
et, par suite, 

1^ (cotg« Ô - 3)> S sia» A 

= S(3 sin A — 2 cotg Ô siu B sin G)* 

-i-ScosA(38inB— 2Cotg6sinA8inG)(3siiiG— 2Cofg6sinAsinB) 

= 9S sin* A' — 36 sin A sin B sin G cotg 6 

-+- 4 cotg* 6 S sin* B sin* G 

( . 9 sin B sin G — 6 cotg 6 sin A sin* G 
+ S cos A I _ g ^^^g^ g.^^ gj^, g 4- 4C0tg* e sin* A sin B sinG 

_^ 4 Ig 9 cotg' Ô — 1 5 tg 9 cotg 04-27^ 
■" (tg 9 cotg 6 - I)* ' 

ou, enfin, 

2S 
^" ^ cotg* 9 - 3 ^^ ^^^^' ^ - i^ cotg 6 4- 27 cotg 9). 

XV. — Le point de Lemoine partage VW, V,W„ P^P, en seg- 
ments proportionnels aux carrés des côtés des triangles équilaté-^ 
raux podaires. 

W„ WWj étant parallèles, K partage les trois droites con- 

W 
sidérées dans le même rapport; ===~-'Lavaleurde ce rapport 

W Wji 

d'après les résultats précédents, est 

VV, cotg ô - v/3 Gî 
WW, cotg 6 4- v^3 G| 

XVI. — La distance des centres isogones est moyenne pro- 
portionnelle entre la distance du premier isogone au premier 
isodynamique, et celle du second isogone au second isodyna- 
mique. 
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Des résultats précédents, on déduit: 

v/w;^ _ cotg e - v/3 _ G^ 

WW;;* " cotg 6 -+- v/3 ~ G,»' 

V/W;' _ <^otg 6 H- \/3 G^ 
VV,' "" cotg 6 -v^3 " Ci«' 

. . G, V.W. W. 

On a donc -i = ' ' 



et, par conséquent, 

vTw;* = VV,.WW, 

XVII. — Distances du point de Lemoine aux points précédents. 

En s'appu jant sur la proposition (XV) et sur les résultats 
déjà trouvés, il vient : 

KV = Rv/3tg94 A'°f°°-;{ . 
•^ ^ y sm(3o'» + 6) 

et .KW = Rv/3tg6 4/5ïpîI|; 

^ '^ y sin (3o® — 6) ' 

d*où KV.KW = 3R»tg«e, 

Puis 

Kv:« = i s tg. 9 (cotg 6 - 9 cotg ,) • ^;;;^;:;;j . 

KWÎ' = i s tg' 9 (cotg 9 - 9 cotg y) - f^ g] ^ ^j , 

^^* = ^. . 5 r=-(4COtg»9-l5COtg9 + 27COtgf), 

6 (cotg 6 + \/3r 
^' = 6 (cotg f- v/3)» ^4C0tg'9- 1 5 cotg9+ aycotgy). 

XVIII. — Les cercles circonscrits aux triangles podaires équi- 
latéraux interceptent sur les côtés de ABC des cordes propoj'tion- 
nelki à : sin (B — G), sin (G — A), sin (A — B). 

Ges cordes senties projections, sur les côtés de ABG, de VV,, 
plan horizontal i\2' donne le cercle du centre o, de rayon 
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WW,; elles sont donc proportionnelles aux cosinus des angles 
de ces droites avec les côtés de ABC, ou aux cosinus des 
angles de la droite d'Euler avec les côtés. Ces cosinus sont 
eux-mêmes proportionnels aux cordes interceptées par le 
cercle des neuf points ; c'est-à-dire proportionnels à sin (B —G), 
8in(C-A), sin (A - B). 

On peut d'ailleurs le vérifier directement. Le cosinus de 
Tangle de BG et de la droite qui, en coordonnées normales, 
correspond à Téquation 

Xar -*- (jLj/ -h v^ = o, 
est proportionnel à 

X — [X cos G — V cos B- 
On a donc, ici, 

cos (VV,,BC) : sin» (A + 6o«) sin (B - G) 

-sin*(B-f-6o«)sin(G-A)cosG-sin«(C-h6o«)sin(A-B)cosB. 

C08(VV,,BG):8in(B-G) 

XIX. — Coniques inscrites à ABC, et ayant pour foyersYj V^; 
W, W,. 

Les points V, V,; W, W,, étant inverses sont les foyers de 
coniques inscrites à ABC. Les équations de ces coniques sont: 

\/x cos (A — 3o<>) 4- \/y cos (B — 3o*>j -+- \/z cos (G — 3o®) = o, 

\/x cos (A -+- 3o*») -+- \/y cos (B + 3o*») -h \/z cos (G — 3o®) = o. 

La première est une ellipse nommée ellipse de Simmons; 
la seconde, est une hyperbole. 

Le point de Gergonne, de ces coniques, est pour Tune V,, 
pour l'autre Wj ; il se confond avec un de leurs foyers. Il ea 
résulte que les réciproques des centres isogones se trouvent, 
comme P^, Pj, sur la droite HqGK. 

Ce fait résulte encore de ce que Vj et W, sont des points de 
rhyperbole de Kiepert, et que la transformée, par points réci- 
proques, de cette courbe est la droite H^GK. 

(A suivre.) 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €r« de Iiongehamp«* 

{Suite, voir p. 183.) 



/x 



iZ' 



B. 



a 



130. Le problème du tunnel. — Le problème du tun- 
nel peut se poser dans les termes suivants. Deux points 

donnés U, 
V, étant 
séparés 
par une 
chaîne de 
monta- 
gnes (*), 
on propose 
de déter- 
miner : 1® 
aux points 

il U, V, la 

Pi9' ««^- direction 

dellV; 2®la longueur de UV. En d'autres termes, on veut tracer, 
dans chacune des régions, la direction du tunnel qui doit 
traverser la montagne qui les sépare; on veut aussi connaître 
la longueur de ce tunnel. Un problème de cette nature nous 
a précédemment occupé {Seconde partie^ chap. III); mais les 
solutions que nous avons indiquées pour le problème de 
Tobstacle ne conviennent pas au cas présent. Voici comment 
on peut le traiter. 



V'ii 




(*) Pour augmenter la difficulté du problème, on doit môme supposer 
que ces montagnes sont inaccessibles, et que les points U, V^ dont il est 
ici question, ne sont pas visibles, à la foii, pour un même observateur. 
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Les observateurs placés en D et V, tout en effectuant sépa- 
rément leurs observations, conviennent de relever la hauteur 
apparente du sommet S et de Tétoile polaire; ils connaissent 
donc les angles SUX = a, SVY = (5 ; ainsi que la hauteur 
zénithale ZUX = ZTY = y de l'étoile polaire. De plus, deux 
grandes mires verticales AB, A'B', permettent de jalonner les 
droites UA, VA', qui aboutissent au point invisible o, projec- 
tion du sommet S sur le plan de Thorizon; plan que nous 
supposons, d'ailleurs, commun aux deux observateurs U, Y. 

Imaginons, par le point S, une droite parallèle à la direction 
commune des droites UX, UY ; soit I le point ou elle rencontre 
rhorizon commun des points D, V. Considérons le trièdre 
S, Ucol. Nous connaissons les trois faces de ce trièdre; savoir : 
ISo) = Y, TJSI = a, USo) = 90° — SUA. L'angle inconnu Uwl 
est donc l'angle a, réduit à l'horizon. Les formules de la tri- 
gonométrie sphérique permettent de calculer UcdI; nous sup- 
poserons, sans entrer autrement dans ce détail, ce calcul effec- 
tué. L'observateur, placé en V, calculera, de même, l'angle 
VcdI; les deux résultats réunis feront connaître l'angle UwV. 
Quant aux longueurs Uo), Va), elles sont faciles à calculer. 

En effet, on connaît la hauteur de la montagne, et l'on a 

Uû) = S(0. > V(0 = So)*— =r— • 

AB A'B' 

En résumé, dans le triangle U<oV, on connaît deux côtés et 
l'angle compris; on pourra donc déterminer les angles wUV, 
wVU; puis, la longueur du côté UV. 

Bien entendu, pour la commodité des observations, on placera 
les postes d'observation U,V à une certaine distance du 
pied de la montagne. Après avoir calculé UV, pour obtenir 
la longueur du tunnel, on retranchera, de UV, les distances 
UU', VV, lesquelles sont mesurées directement. 

La percée d'un tunnel, sous un fleuve, n'offre aucune diffi- 
culté, du moins au point de vue de la géométrie pratique. 
Dans ce cas, en effet, les extrémités U,V du tunnel sont des 
points visibles; la direction de UV est donc connue. Pourtant, 
si les points U, V se trouvaient séparés par un certain obsta- 
cle, on utiliserait quelques-unes des constructions que nous 
avons indiquées au chapitre lU. 
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Enfin (*), si les points extrêmes du tunnel sont séparés par 
une distance telle que de Tun d'eux, on ne puisse apercevoir 
Tautre, ce cas soulève des difficultés particulières qu'on ne 
peut résoudre sans avoir recours à des procédés de triangu- 
lation géoiésique qui n'appartiennent plus au domaine de la 
Géométrie de la règle et de Téquerre. 

131. La hauteur du ballon. — Nous abordons mainte- 
nant la détermination de la hauteur d'un ballon au-dessus du 

plan de l'horizon correspon- 
dant à l'œil de l'observateur. 
On observera à ce propos que 
cette distance ne doit pas être 
confondue, en général, avec la 
hauteur du ballon au-dessus 
de la terre. Nous montrerons 
tout à l'heure, calculant de 
la hauteur des nuages, com 
ment on détermine celle-ci. 

Deux observateurs placés 
en A, B, visent, au même 
instant, un ballon p ; Ap passe 
par l'extrémité G d'une mire 
CM, dont la hauteur h est con- 
nue ; l'observateur placé en B 
détermine simplement la pro- 
jection Bo) sur le plan de l'ho- 
rizon, de la ligne de visée BD. D'après ces observa lions, on 
demande la longueur de fo) = x. 

Traçons PQ, parallèle à Bw ; soit I le milieu de PQ. La 
droite BI rencontre AM en R ; la ponctuelle (A, R, M. w) est, 
d'après cela, harmonique. On a donc 

RA (oA wA 




RM 



ou 



RM 
RA 



(oM 
AM 



(oA~ AM 
CM 



h 









.0) 



po) œ 



(*) SUl s'agissait du tunnel sous la Manche, par exemple. 
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La hauteur inconnue x est donc donnée par la formule 

132. Le problème du ballon captif. — De nombreux 
problèmes se rattachent à la considération du ballon, envi- 
sagé, suivant les cas, comme un point fixe ou mobile de 
Tespace. Il y a là, pour les problèmes qui touchent à Tart 
militaire, un élément nouveau, appelé peut-être à jouer un 
rôle important dans les guerres futures. 

Imaginons que, dans une ville assiégée, on exécute, en 
ballon captif, des ascensions ayant pour but d'observer les 
l'ositions de Tennemi. Celui-ci aurait évidemment intérêt à 
déterminer le point invisible a> oh. est fixé le ballon observa- 
teur; ainsi que la distance Aco qui le sépare de ce point. 

Les lignes AM, BM', dont nous avons parlé au paragraphe 
précédent, vont se couper au point inconnu ; mais il reste à 
calculer Ao). 

A cet effet, la ponctuelle (A, R, M, w) étant harmonique, on a 

I _ 2 I 

Â^ "^ ÂM "" ÂR' 
Cette formule permet de calculer la dislance demandée Ao). 

133. La vitesse du ballon. — On suppose qu'un ballon 
ait été observé dans deux positions p, p'; on a pu déterminer, 

^» pour ces deux positions, les hauteurs 

y 0|i' H, H' du ballon au-dessus de Thori- 
' ' ' zon, ainsi que les distances Oio, Ow' 

qui séparent Toeil de Tobservateur dos 
, points 0), 0)' projections des points (5, 
-'' p\ sur le plan de Thorizon. 

//y ^.''' r\ ~û7>2 /TT TTr\o . 72 






On a pf "■ = (H - H')' + 



0)0) 



D'autre part, dans le triangle Oo)o)', 

¥\g. B%%, connaît les côtés Oo), Oo)', ainsi que 

l'angle 0)0(1)' ; par suite, on pourra déterminer o)o)'. La formule 
précédente permettra donc de calculer fp'. En divisant le 
nombre obtenu, par le temps 6 qui marque l'intervalle des deux 
.observations, on obtiendra la vitesse cherchée. 
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Cette solution présente certainement des difficultés pratiques. 
D'ailleurs, on peut observer que le problème en question ne 
présente d'intérêt véritable que pour les ballons dirigeables; 
notamment, si Ton veutcomparer les vitesses qui correspondent, 
avec un ballon donné, aux diverses machines qu'il est possible 
de lui adapter. Dans ce cas, on peut obtenir, pour le ballon 
considéré, une hauteur constante au-dessus de l'horizon ainsi 
qu'une trajectoire sensiblement rectiligne, entre deux ver- 
ticales aboutissant à deux postes déterminés. L'estimation 
de la vitesse se fait alors directement^ eu divisant la distance 
qui sépare les deux points d'observation, par le temps de la 
durée de l'expérience. Mais, quoi qu'il en soit, ce que nous avons 
dit plus haut permet de résoudre le problème de la vitesse 
du ballon, dans le cas le plus général. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. A* Boutin, professeur au collège de Gourdemanche. 

( Suite f voir p. 159.) 



125. — A.,, Bi, Cl, étant les sommets du triangle qui a pour 
côtés les tangentes en A, B, C, au cercle circonscrit, 6 étant ïangle 
de Brocard de k^Q,et (^ V angle donné par la relation 

tg (p =^ tg A + tg B -h tg C, 
on a: Pi = B tg (p, 

Si = B« tg ^, 



I 



cotg e^ = - (tg 9 - cotg 6), 
S af = 2R«(tg (p - cotg ô), 

T> 

Ri = -- (tg<p cotg 6 - i), 
4 
rj -h r'; +r ;" = R tg cp cotg 6. 

Énfiny Al, B^, C^, peuvent être considérés comme les centres de 
trois cercles, tangents entre eux en A, B, C. Soient Ra, Rb, Rc les 
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rayims de ces cercles, on a 

I I I I 



RflRb Ra^c Rb^c R' 

126. — iSi 6 = 3o®, le triangle correspondant est équilatéral. 

Si Xy j/, % sont les cotaDgentes des angles d'un triangle, on a: 

X -\- y + z = v^3, 
xy -¥ œz -h ys = i , 
Si X est donné, y et z sont racines de 

X* - (v/3 - a;)X -f- I - a?(\/3 - a?) = o. 
La condition de réalité n'est remplie que pour 

I 
X = — • » 

\/3 

d'oîi A = B = C = 6o». 

(A suivre.) 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



Épure du Concours de 1887 pour l'admission 
à rÉcole spéciale militaire. 

Un tétraèdre est placé sur le plan horizontal. Un des calés de 
la base ab (a est à gauche) est parallèle à la ligne de terre et dis- 
tant de cette ligne de 35""; sa longueur est de loo""; les deux 
autres côtés ont pour longueurs ac = 1 23"™, be = i lo"". U arête 
Sa = i3o"", r arête Sc= i25""; V angle dièdre formé par les 
deux faces abc et Sac est de 70®. Construire ce tétraèdre» 

A partir du sommet S, on prend sur Sa une longueur SO égale 
à 5o"", et du point comme centre ^ on décrit une sphère passant 
par le sommet S. 

Trouver Vintersection de cette sphère avec te tétraèdre. 

Dans la mise à Vencre, on supposera enlevée toute la portion du 

tétraèdre détachée par la sphère. 

(Durée de la séance :2 b. 1/2.) 

3 
Nous avons dessiné l'épure à l'échelle - • 

Après avoir dessiné le triangle abc, on rabat, sur le plan 
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horizontal, la face donnée Sac enS^ac, autour deac: puis, le 
triangle rectangle Ssd en s^'ds autour de la perpendiculaire 
Sjd à ac : comme l'angle en d de ce triangle égale yo^ et que 
son hypoténuse égale S^d, on le construit aisément, et on a 
ainsi la hauteur s^s de la pyramide, et la projection horizon- 
tale s de son sommet. Alors on achève la projection horizon- 
tale de la pyramide et on dessine sa projection verticale. 

En prenant sur S^a la longueur S^Oi égale au rayon donné 
de la sphère, on a le rabattement Oj de son centre 0,puis les 
projections o eto'de ce centre, eton trace ses contours apparents. 

S est un point isolé de Tintersection de la sphère et du tétraèdre. 

La face Sac coupe la sphère selon un grand cercle ; le rabat- 
tement de Tare utile de ce grand cercle est E^Fj; donc les 
seconds points d'intersection de la sphère et des arêtes Sa et Se 
sont e, e' et/*, /". On obtient d'une manière précise le point f\ en 
construisant sur la face Sac l'horizontale qui contient le point F. 

La face Sa6 est rabattue, sur le plan horizontal, en aSj6, 
autour de ab; le centre est rabattu en Oj ; l'arc utile du grand 
cercle d'intersection de la face Sab et de la sphère est rabattu 
en EjHj-, donc le second point d'intersection de la sphère et 
de l'arête Sb est A, h\ 

La face S6c est rabattue, sur le plan horizontal, en Sj6c, 
autour de 6c; on marque sur S,6 et sur S^c les rabattements 
Hg et Fj des seconds points d'intersection de la sphère et des 
arêtes S6 et Se. On décrit le rabattement HgFj de l'arc utile 
du cercle SFH d'intersection de la sphère et de la face S6c. 

On trouve, par relèvement, des points des arcs des ellipses 
projections des arcs utiles des cercles d'intersection de la 
sphère et des trois faces latérales de la pyramide ; par exemple, 
le point I, rabattu en Ii, et situé sur l'arc E^F^, a pour projec- 
tions i eti\ La tangente au cercle en I a pour rabattement l^j; 
les tangentes en i et en i' aux ellipses projections de ce cercle 
sont y, iy. On construira de même les projections des tangentes 
à l'intersection aux points E, F, H. 

On peut aussi obtenir les projections de points de l'inter- 
section de la sphère et des faces de la pyramide en employant 
des plans sécants auxiliaires horizontaux ou de front ; en géné- 
ral, un tel plan donne deux points de l'intersection. Ainsi, le 
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I, lea parallèles 2.3, 2.4 à ac et à afr et les points t, i' et 
5, 5' de rintersection. 

Chacun des trois arcs de cercle a une tangente horizontale; 
la construction des projections de chacune de ces tangentes 
et de son point de contact est la même. 

Ainsi, la tangente à Tare E F est rabattue selon la tangente 
E^Li en L^ à Tare £iF|, la droite K^L^ étant parallèle à ac; de 
Kl sur S^a on déduit k sur ^a, et par suite k' sur s'a' ; par A, on 
mène la parallèle kl à db, par k' la parallèle k'I' à XY; oL| 
coupe kl en /, d'oh on a /'. Les projections de la tangente 
cherchée sont kl et AT; son point de contact est /, l\ 

On obtient de même les points 7n, m' etp, p\ 

Le plan de front de trace horizontale 0. i qui passe par le 
centre de la sphère donne les points de Tintersection situés 
sur le contour apparent vertical de la sphère; la droite o'.6' 
donne q' et la droite 7'.8' donne r\ 

Les projections hoizontales des lignes qui limitent le corps 
demandé sont toutes vues. Sur la projection verticale du corps, 
sont seuls cachés l'arc q'r' de contour apparent de la partie 
sphérique du corps, et la portion de Tarce'm'A' comprise entre 
les points d'intersection de cet arc et des arcs e'I'f et f'p'h', 

ERNEST Lebon. 

Nota. — Cette composition fut annulée, quelques jours après avoir été 
faite, parce que, par suite d'une erreur, le sujet de Tépure avait été, le 
matin du jour de cette composition, mis, pendant quelques minutes, 
entre les mains d'un petit nombre de candidats. Elle fut remplacée par 
celle dont l'énoncé suit : 

Un tétraèdre SABG a sa base ABC sur le plan horizontal : 
aa' = 84"", a'b' = 99'"", ab= 1 1 2"", bc=i44'"'", ac= 171"°». 

j^, ^, L'arête SA, parallèle au plan 

y^ vertical, égale i36"™, et fait 
avec r arête AB un angle de 62®. 
On demande: /® de con- 
s traire le tétraèdre; 2^ de me- 
ner la droite DE perpendi- 
culaire commune aux deux 
ty arêtes opposées SA et BG. 

Du point 0, milieu de DE, comme centre, on décrit une sphère 
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avec un rayon égal à 22""" ; mener à cette sphère deux plans tan- 
gents perpendiculaires à l'arête SG, et construire les sections de 
ces deux plans avec le tétraèdre. 

Dans la mise à V encre, on ne conservera que la partie du tétraèdre 
comprise entre les deux plans. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d*une lettre de M. A. Boutin. 

... A propos d'une Noie parue dans le numéro de juillet 
sur la distance de deux points, voici une formule aussi simple 
que celle qu'indique M. Plamenevski (loc. cit.). 

En coordonnées normales^ on a 

28* sin k sin B sin C = S (a? — a?.)* sin 2A. 

Cette formule est donnée, sans démonstration, par M. Lucas 
{Mathésis, 1889, p. J34). Il en déduit, pour la même distance, 
en coordonnées tripolaires, (X désignant le carré de la dis- 
tance d'un point au sommet A).., 

16 S«8« = 23a« (X - XO» + S 26c cos A (Y - Yi)(Z - Z,). 

Extraits d*une lettre de M. Neuberg. 

... 1. Sur le théorème de Pages (J. M. E, p. 169). — Soient B, 
C les foyers d'une ellipse E passant par A ; I, F le centre du 
cercle inscrit au triangle ABC et celui du cercle ex-inscrit op- 
posé à A; N, P les points de rencontre de la bissectrice AI avec 
le côté BG et avec la circonférence ABC. AN et AP sont les 
segments de la normale à E en A, compris entre la conique E 
et les axes principaux. 

Cela posé, 

AP=i(AI-.Ar).^=i(^ = ^); 

car P est le milieu de II', et les points A, N, I, V forment une 
division harmonique, puisque AI et AT sont les bissectrices 
de l'angle B du triangle ABN. 
Projetant les points I, N, P, V en i, n,p, l' sur AB, on déduit 
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des égalités précédentes, 

ou Ap = - (p — a 4- p) = - (6 H- c) = A 

i_i/i i\__ 6-f-c __A^ 

An" 2 \p - a "*" p/ - (6 -h c)« - a* ~" B*' 
a, 6, c, p ont leur signification habituelle dans le triangle ABC ; 
2A, 2B désignent les axes de E, 

Si p' est la projection de p sur AC, on a Ap = kp', et Bp 
= Bp'; d'où 

2Ap = Ap + Ap' = AB + AC = 2A. 
Ces démonstrations sont, probablement, déjà connues. 

2. Sur les centres isodynamiques (J, M. E.j p. 180). — Voici 
quelques renseignements bibliographiques qui ne peuvent 
qu'ajouter à l'intérêt de l'article de M. Boutin. 

Dans les Annales de Gergonne, t. X, p. 202, Veeten, ancien 
professeur au lycée de Nîmes, a démontré que les trois cercles 
d'Apollonius d'un triangle ABC se coupent aux deux mêmes 
points V, W, sans préciser la position de la droite VW. 

Le même théorème a été démontré par M. Kiehl dans une 
étude sur le point de Lemoine (') (Programme de Bromberg, 
1881). Ce géomètre fait voir que les points V, W sont situés 
sur la droite OK, perpendiculaire à Taxe d'homologie du tri- 
angle ABC et du triangle pédal de K (droite de Lemoine) ^ et que 
les distances de V ou de W aux points A, B, C sont propor- 
tionnelles aux hauteurs du triangle ABC. 

Dans le Mémoire sur le tétraèdre, j'ai montré que, dans une 
transformation par rayons vecteurs réciproques ayant pour 
pôle V ou W, les homologues des points A, B, C sont les som- 
mets d'un triangle équilaléral; j'ai mis en rapport les centres 
isodynamiques avec les centres isogones V„ W, et signalé 
quelques propriétés des coniques inscrites au triangle ABC et 
ayant pour foyers V et V, ou W et W,. Ces coniques ont été 
étudiées avec plus de détails par M. Simmons. 

(*) Ce point est ordinairement désigné par la lettre K. La lettre O, em- 
ployée plus loin, représente le centre du cercle circoDScrit au triangle ABC. 
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Voici quelques-unes des formules que j*ai indiquées (loc, 

cit) (*). 

VA VB VC A, /cot 6 - v/3 



■r-^'. 



WA WB WC A, V cot ô 4- v/3 
a.VA=6.VB = c.VC=: ^^^ 



a.WA=6.WB=c.WG=: 



\/2S(cot ô + v/3) 
abc 

v/2S(cot 6 - v/3) 



cot + v/3 



Y cot ô + v/3 V cot ô - v/3 

MM. Gesàro(i{6mar9tie^ «wr la géométrie du triangle, N.A. M., 
1887, pp. 2IS-2i2) et M. Gay (swr r hyperbole de Kiepert, Mathe- 
sis, t. VII, p. 208) ont signalé des relations assez curieuses 
entre Thyperbole de Kiepert et les points V, W, V,, W, (**), Les 
centre isogones sont les extrémités du diamètre de cette 
conique passant par K et le milieu de OH; les tangentes en 
G et H se coupant en K, on voit que les tangentes V,et W, sont 
parallèles à GH. Ges droites passant respectivement par V 
et W, les milieux Pi, Pj de VV,, WW, sunt en ligne droite 
avec K. 

La propriété que P^ est le centre du triangle podaire de V 
résulte, sans calcul, de ce que les triangles podaires des points 
inverses V, V, sont inscrits à une même circonférence ayant 
pour centre le milieu de VV,. 

3. — Sur le triangle podaire du centre de gravité G d'un 
triangle ABG (Exercices 92 et H9 de M. Boutin, /. M. E., 
pp. 92 à et 119.) — Soit A'B'G' ce triangle. Les deux quadran- 
gles ABGK, A'B'G'G ont leurs côtés perpendiculaires. Le der- 
nier est donc semblable au quadrangle A'B'G'K, A'B'G' dési- 
gnant le triangle podaire de ABG par rapport au point K. Donc, 
d'après une remarque due à M. Hadamard {J. M. S. 1885, 
p. 41), G est un foyer de Tellipse qui touche les côtés du 
triangle A'B'G' en leurs milieux. La relation entre les angles 

(*) Je conserve les notations de M. Boutin. 

(**) Voyez, à ce propos, le nouvel article de M. Boulin ; § 19, p. 201. 
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0, 0' peut s'écrire sous Tune ou l'autre des formes : 

(1) cot'ô — 2 cot e' cot e -h 3 = G, 

(2) sin (2Ô -4- 6') = 2 sin 0'. 

Je propose pour 6', qui est Tangle de Brocard du faisceau 
des symédianes de ABC, la dénomination de angle de Lemoine 
de ABC. 

A chaque valeur de 6', correspondent deux valeurs 6i, 6,, de 9. 
Si Ton construit sur les côtés du triangle A'B'C, vers l'inté- 
rieur, trois triangles isoscëles semblables, ayant pour auglesà 
la base 6^ ou 9,, les sommets de ces triangles se trouvent sur 
deux droites rectangulaires passant par le centre de gravité de 
A'B'C. Ces droites ont été signalées pour la première fois par 
M. Brocard; comme elles sont les axes de l'ellipse de Sleiner 
A'B'C, on peut les appeler axes de Steiner de A'B'C et donner 
au^ angles ô^, 6, le nom de angles de Steiner Aq A'B'C. 

Les questions que je viens d'indiquer ont fait l'objet de 
de deux notes que j'ai présentées récemment en collaboration 
avec M. Gob, au Congrès de Paris. 



M. Mosnat, professeur au lycée de Toulon, à propos du 
théorème de Pages, nous fait observer que cetle proposition 
peut s'établir très simplement, comme il suit : 

i^ Coniques à centre. — En appelant n la projection de MI 
sur MF et MF', les triangles MFI, MF'I donnent (avec les 
notations adoptées p. lt)9J, 

tt* = 8* -h N« — 2ln ■= 



u'* = 8'* -h N« - 268'n= 



a» 
c«8'« 



En retranchant, il vient 

(i ~-^)(8«-8'«) = 2n(8-e8'); 

a« - c* 8 + e8' 6« 

d ou n = ;: — • = — = p. 

a* 2 a ^ 

2® Parabole. — Les projections de MI sur MF et sur la 

parallèle MX à l'axe sont égales et cette dernière est égale à 

la sous-normale et par suite au paramètre ; donc n = p. 
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ÉCOLE NAVALE (1889) 

Étant donnés deux axes rectangulaires Oxj Oy et un point M dont les 
coordonnées sont a, b; on demande de mener, par le point M, deux 
droites MA, MA' faisant entre elles Tangle donné Y et telles que les 
quatre points AB, A'B' de rencontre avec les axes [A, A' sont situés sur 
Ox) soient sur une même circonférence. 

Le problème admet, pour chaque valeur de Y, deux solutions : équa- 
tions des deux circonférences qui correspondent à chacune d^eiles; les 
distinguer (*). 

±* Le point M étant fixe, on suppose que l'angle Y varie d'une 
manière continue : démontrer que le lieu des centres de toutes les cir- 
conférences est une ligne droite (**) et qu'elles ont même axe radical (***): 
étudier comment varie la grandeur du rayon; trouver les valeurs minima. 

3* L'angle Y étant constant, on suppose que le point M décrive une 
circonférence autour du point O comme centre. Trouver le lieu des 
centres de chacune de ces circonférences (•***). 



QUESTIONS PROPOSEES 

336. — Dans un triangle ABC, si AT est la tangente au 
cercle circonscrit, et si une sécante quelconque coupe AT, 
AB, AG eu des points T', B', C. démontrer que 

AB AG BG ,„, „^. . 

(•) On trouve 

cos \{x* -h !/• — 2ax — 2by -W&* + h*W= 2(bx -^ ay -^ ab). 



(♦•) L'équation 



? 



(***) Il correspond à l'équation é 

bx-i- ay — *û6 = o 
Lés circonférences du réseau considéré ayant le même axe radical, 11 
était inutile de faire observer que le lieu des centres était une droite. 
(••••) En supposant 

on trouve, pour représenter le lieu demandé, 

\ cos Y/ \ cos Y/ ° 

Le lieu est constitué par Tellipse correspondant à cette équation, et par 
une seconde ellipse dont l'équation se déduit de la précédente en chan- 
geant le signede cos Y. 

(Résultats communiqués par M. Bohn, maître répétiteur au collège 
de Yerdun.) 



316 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

337- — Avec les 2n éléments ± a, ± i, -h c, . . . ± /, on 
forme 2** polynômes, renfermant chacun une des lettres a, 
6, c,.../, et on élève ces polynômes à la puissance p, en met- 
tant devant cette puissance le signe + ou le signe —, suivant 
que le nombre des éléments négatifs du polynôme est pair 
ou impair. Soit A^ la somme algébrique de tous ces termes. 
Démontrer que : 

l®La fonction Aj est nulle pour toute valeur dep inférieure 
à n, et aussi pour toutes les valeurs de p qui surpassent n d'un 
nombre impair. 

2^ A; = 2*» X 1.2.3 ... nx abc ... kl. 

3«A;+»=2"X4.5.6...(n + 2)Xo6c..,i/x(a*H-6*H-c*...4-P) 

I 1.2.3 

6® n** — n(n — 2)** H — ^^ (n — 4)»» — ... 

' 1.2 

/ x„ w(n — i)(n — 2) . . . (n — p + i) . 
-4- (— i)P ^-^ î^ ' '- (n — 2pf + . . . 

I.2...p 

-h {— t)** (— n)** = 2" X 1.2.3 ... n. (Dellac.) 

338. — Soient A', B', G' les projections des sommets du 
triangle ABC sur une droite quelconque d de son plan. On 
sait que les perpendiculaires abaissées de A' sur BG, de B' sur 
G A, de G' sur AB, concourent en un même point D (*). Démon- 
trer que les droites de Simson des points de rencontre de d 
avec la circonférence* ABG passent par D Déduire, delà, le 
point de contact d'uuè droite de Simson avec son enveloppe. 

(J. Neuberg.) 

(*) Nouvelle correspondance, t. IV, p. 379, et /, M. E., 1884, p. 49. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR UN PROBLÈME CLASSIQUE 

Par M. G. Tarry. 



Le problème que nous envisageons dans cette Note est celui 
qui correspond â l'énoncé suivant : 

Décrire une circonférence X qui coupe trois circonférences don- 
nées A, B, G, sous trois angles donnés a, p, y, 

La méthode des figures inverses fournit une solution élé- 
mentaire de ce problème. 

On sait que la courbe inverse d'une circonférence est une 
droite ou une circonférence, suivant que la circonférence passe 
ou ne.passe pas par le centre d'inversion. On sait aussi que, 
si deux courbes se coupent sous un certain angle, les courbes 
inverses se coupent sous le même angle. 

Supposons notre problème résolu, et construisons la figure 
inverse correspondante. Si deux des trois circonférences don- 
nées se coupent, en choisissant l'un des points d'intersection 
pour pôle d'inversion, le problème sera évidemment ramené 
au suivant : 

Décrire une circonférence qui coupe, sous des angles donnés, deux 
droites et une circonférence données. 

Supposons que deux quelconques des trois circonférences 
données, dont les centres sont respectivement les points A et 
B, ne se coupent pas. 

Soit le point d'intersection de l'axe radical de ces deux 
circonférences avec la ligne des centres. 

Du point comme centre, construisons la circonférence qui 
coupe orthogonalement les circonférences A, B, et appelons?, P' 
les points d'intersection de cette circonférence avec la droite AB. 

Si nous choisissons pour centre d'inversion P ou P', les 
circonférences A, B seront transformées en circonférences 
concentriques . 

En effet, la circonférence orthogonale aux circonférences 
A et B a pour figure inverse une droite, perpendiculaire à AB, 

JOURNAL DE 3IATH« ÀLéll. - 1S89. 10 
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coupant à angle droit les circonférences inverses de A et B; 
elle passe donc par leurs centres. 

Il résulte de là que les circonférences inverses de A et de B, 
ont leurs centres sur une droite perpendiculaire à AB. 

11 est presque évident que ces deux circonférences ont aussi 
leurs centres sur la droite AB. 

Donc, elles sont concentriques, et le problème est ramené au 
suivant : 

Décrire une circonférence qui coupe trois circonférences données, 
dont deux sont concentriques, sous trois angles donnés. 

On simplifie la construction des points P, P' en observant 
que ces points sont les intersections de la ligne des centres 
AB avec une circonférence quelconque, orthogonale aux cir- 
conférences A et B. 

Nous allons résoudre successivement les deux cas particu- 
liers auxquels peut se ramener, comme nous venons de le 
remarquer, le problème général. 

i^ Décrire une circonférence X qui coupe deux droites données 
RA, RB et une circonférence donnée, sous trois angles donnés 

•yj P, Y- 

Proposons-nous d'abord de construire une circonférence X 
coupant les deux droites RA, RB sous les angles a, p, et pas- 
sant par un point A, pris sur la droite RA. 

Supposons le problème résolu. Soit B Tun des points d'in- 
tersection de la circonférence X avec la droite RB. 

Par hypolhèse, la tangente en A, à la circonférence X, droite 
perpendiculaire au rayon XA, fait, avec la droite RA, un angle 
égal à Tangle a, ou à son supplément. 

Par conséquent, la droite AX, fait, avec la droite RA, un angle 

TU 

égal à l'angle a, ou à son supplément. 

De même, la droite XB fait, avec la droite RB, un angle égal 
à S, ou à son supplément, 

2 

Les rayons XA, XB étant égaux, le point B s'obtiendra par 
la construction suivante : 
Par un point quelconque X' de la droite AX, qui fait, avec 
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la droite RA, un angle é^jal à l'angle a, ou à son supplé- 
ment, traçons la droite qui fait, 

7C 

avec RB, un angle égal à — p, 

ou à son suppl émen t, et prenons, 
sur cette droite, une longueur 
X'B' égale à X'A; la droite AB' 
coupe AB au point cherché. 
On voit que le problème a tou- 
jours quatre solutions réelles. 

Cherchons maintenant le cen- 
tre X de la circonférence qui coupe les droites RA, RB sous 
les angles a, p, et une circonférence G, sous un angle y. 

Soit D Tun des points d'intersection des circonférences X et 
G. Par hypothèse, Tangle XDG est égal à l'angle y ou à son 
supplément, et les angles XÂR, XBR sont égaux aux angles 

— a, p, ou à leurs suppléments. 

11 est aisé de voir que les circonférences qui coupent RA, 

RB sous les angles a, p sont homolhétiques et ont 

pour centre d'homothétie le point R. 
Il résulte de là que Ton connaît la position de la droite RX 

et la valeur du rapport =rr = =-p- • 

Sur le côté XR, considéré comme homologue à XD, construi-, 
sons le triangle XRG', directement semblable au triangle XDG. 
On connaît Tangle XRC', égal à l'angle XDG, et la longueur 

RG' XR 
RG', déterminée par la relation :=— = :rrp. • 

Nous savons donc construire le point G'. 

D'ailleurs, la similitude des deux triangles XRC', XDG, 

donne la relation — — := =— • 

Par conséquent, le point X, situé sur la droite connue RX, 
se trouve aussi sur la circonférence qui est le lieu des points 

X R 

dont les distances aux points G', G, sont dans le rapport :=r=-* 
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D*aprës cela, le centreX de la circonférence cherchée est situé 
à Tintersection de ces deux lignes; le problème estrésolu. 

Il comporte évidemment huit solutions, réelles, ou imagi- 
naires conjuguées. 

2^ Décrire une circonférence X qui coupe deux circonférences 
concentriques A, B, e^ une troisième circonférenceCy sous les angles 

a, P, Y- 
Résolvons d'abord le problème suivant : 

Connaissant deux circonférences A, B et un point D pris sur 
A, construire une circonférence X, qui passe par D, et qui coupe A 
et B sous des angles a et j3. 

Supposons le problème résolu. Soit E Tun des points d'in- 
tersection des circonférences X et B. 
Par hypothèse, les angles XDA, XEB sont égaux aux angles 

a, p, ou à leurs suppléments. 

Sur le côté XD, égal à XE, 
construisons le triangle XDB' 
symétriquement égal au triangle 
XEB. 

On connaît les angles ADX, 
XDB'; par suite, la position de 
la droite DB', et celle du point B', sont déterminées. 

Le centre X, situé sur la droite connue DX, est également 
distant des points B, B'. Par conséquent, le centre de la circon- 
férence cherchée est le point d'intersection de la droite DX 
avec la perpendiculaire élevée au milieu de la droite BB'. 
Il y a quatre solutions. 
Revenons au problème proposé. 

Décrivons une "circonférence qui coupe, sous les angles a, 
p, les circonférences concentriques A, B. 

L'une des circonférences cherchées sera égale à cette cir- 
conférence et coupera la circonférence G, sous l'angle y. 

Or, le lieu géométrique des centres des circonférences égales, 
qui coupent sous un même angle une circonférence donnée, 
se compose de deux circonférences concentriques. 

Donc, les centres des circonférences cherchées se trouvent à 
l'intersection de circonférences que l'on sait construire; lo 
problème estrésolu. 
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Il admet huit solutions, réelles ou imaginaires. 

Remarque. — Nous avons vu que deux circonférences peuvent 
êlre transformées, par inversion, en deux droites ou en deux 
circonférences concentriaues. 

On déduit de là que trois circonférences ayant, deux à deux, 
le même axe radical, peuvent être transformées en trois 
droites concourantes ou en trois circonférences concentriques. 

De cette propriété, on tire aisément les théorèmes suivants: 

Si trois circonférences ont, deux à deux, le même axe radical; 
si, de pluSf une autre circonférence se déplace en faisant, avec les 
deux premières, des angles constants, celle circonférence mobile 
fera, avec la troisième circonférence, un angle constant. 

Si une circonférence L se déplace en coupant respectivement deux 
circonférences A et B sous des angles a et p; elle reste orthogonale 
à une circonférence fixe et tangente à deux circonférences fixes. 

Quand les deux circonférences A, B, ne se coupent pas, les deux 
circonférences fixes, tangentes, sont toujours réelles; et la circonfé- 
rence^ fixe, orthogonale peut être imaginaire. 

Quand les deux circonférences A, B ^e coupent, la circonférence 
orthogonale est toujours réelle; les deux circonférences tangentes 
peuvent être imaginaires. 

Les considérations précédentes conduisent naturellement à 
la solution du problème suivant : 

Construire une sphère coupant quatre sphères données A, B, G, 
D, sous quatre angles donnés a, j3, y, 8. 

Supposons que deux des quatre sphères données, A et B 
par exemple, ne se coupent pas. 

Nous pouvons toujours transformer la figure, par inversion, 
de telle sorte que les figures inverses des sphères A, B soient 
des sphères concentriques; et le problème sera ramené à con- 
struire une sphère coupant quatre sphères données, dont deux 
sont concentriques, sous quatre angles donnés. 

La solution s'obtient en suivant une marche identique à 
celle du problème correspondant de la Géométrie plane- 

Supposons maintenant que les sphères A, B, G, D se coupent 
deux à deux. 
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La sphère cherchée, coupant les couples de sphères A, B; 
A, G; A, D, sous des angles constants, est orlhogonaleà trois 
sphères réelles, que nous savons construire. 

Ls problème est donc ramené, dans ce cas, à construire une 
sphère orthogonale à trois sphères données et coupant une 
quatrième sphère A sous Tangle a. 

On voit immodialementque Taxe radical des trois premières 
sphères passe par le centre de la sphère inconnue. 

11 est clair que la grandeur et la position de la sphère cher- 
chée ne changent pas, si Ton fait tourner les autres sphères 
e.utour de Taxe radical. 

Nous pouvons donc supposer que les centres de ces sphères 
sont dans uq même plan passant par l'axe radical 

Ainsi le problème se trouve ramené à un cas particulier du 
problème correspondant de géométrie plane, que nous avons 
résolu. 

Il admet seize solutions. 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE Ef DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. €■• de liong^champs. 

{Suite^ voir p. 202). 



134. La hauteur du nuage. — Millel Dcchales, dans 
l'ouvrage que nous avons cité à plusieurs reprises, abordant 
le problème de la hauteur des nuages dit « tota difficultas quœ 
in hoc negolio occurrit ex nvbium conlinuo molu orilur ». 
Cette difficulté, dont parle Millet Dechales, qui tient à la 
mobilité incessante du point observé, nous l'avons déjà ren- 
contrée quand nous nous sommes occupé, tout à Theure, de la 
détermination de la hauteur du ballon; et nous l'avons trouvée 
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par le moyen de deux observations simultanées. Nous pré- 
sentons, plus loin, plusieurs développements qui viennent se 
joindre à ceux que nous avons déjà fait connaître; mais nous 
indiquerons d'abord certaines considérations générales, rela- 
tives au problème en question. 

On sait quel est le principe, qui permet de calculer la hau- 
teur d'un point A situé dans l'espace, au-dessus du plan de 
l'horizon. 

Ayant choisi une base BC, on relève les angles ABC, ACB, 
ainsi que les hauteurs apparentes des lignes BA, GA. De ces 
données, ou déduit facilement: l^les longueurs AB,AG; 2** la 
hauteur inconnue. En théorie, rien ne parait plus simple. Il 
n'en est pas de même dans la pratique, et la difficulté que nous 
signalons ici résulte de ce fait, que les observations doivent 
être faites, simultanément, aux extrémités d'une base BG de 
grande dimension. Voici, à ce propos, un passage extrait du 
Journal du Ciel (*) ; il fora comprendre, en même temps, l'in- 
térêt qui s'attache à la détermination de la hauteur des nuages, 
et les difficultés que comporte cette recherche. 

« En Norwège et au Spitzberg, on n'éprouve pas, paraît-il, autant de dif- 
ficultés que nous en avons rencontré, il y a quelques années, pour 
établir des téléphones, et M. Nils Eliholm a pu, avec des bases de dif- 
férentes longueurs, y évaluer les hauteurs d'un certain nombre de nuages. 

La publication qui nous apprend ce fait, ne nous donne pas les nombres 
qui ont été trouvés pour ces hauteurs, mais elle nous apprend que, dans 
un certain nombre de ces mesures, on s'est contenté d^une base de 
500 mètres environ. Gomme les hauteurs obtenues au Spitzberg et à 
Upsala ne nous diraient pas celles qu'atteignent ordinairement les nuages 
dans nos climats, il y a lieu d'y songer de nouveau. 

Une base de 500 mètres nous avait paru insuffisante, avec des instru- 
ment ne donnant que la minute d'arc, comme des graphomètres ordi- 
naires, cela devait laisser des incertitudes de plusieurs mètres dans le 
résultat du calcul ; mais nous reconnaissons que si, au lieu de grapho- 
mètres, on peut employer des théodolites donnant la moitié ou le quart 
de la minute, on doit espérer d'assez bonnes déterminations. II y a donc 
lieu d'y songer de nouveau, d'autant plus que, si des deux extrémités 
de la base, en môme temps que l'on vise le même point du nuage dans 
le plan qui va de la base au nuage, on mesure aussi la hauteur du point 
choisi du nuage au-dessus de l'horizon, on aura les éléments suffisants 
pour calculer deux fois la hauteur verticale du nuage; et, quand les 
résultats concorderont, une très grande certitude de leur bonté. 

Mais ce va être une véritable expédition. Il va falloir un téléphone, 



(♦) Numéro du 1" février 1888. 
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quatre théodolites, six opérateurs au moins. N'importe, songeons-y tou- 
jours: un jour ou Tautre, tout cela peut devenir réalisable. 

Nous prions nos zélés correspondants d'étudier aussi ce qu^on pourrait 
obtenir avec la photographie. Rien dlmpossible à ce que des vues prises du 
nuage et de l'horizon, dans les*directions où devraient opérer les théodolites, 
ne permissent de mesurer les angles nécessaires. Quelques essais sur des 
points accessibles, tour, montagne, etc. renseigneraient à cet égard. 

On se passerait alors de téléphone, et la base pourrait, avec de bonnes 
montres pour opérer au même instant, devenir aussi grande que l'on voudrait. 

Millet Dechales (toc. cit., p. 336) indique une méthode fondée 
sur la double observation de Tombre portée par le nuage et de 
la hauteur apparente du Soleil, au-dessus de Thorizon, au 
moment de Texpérience. Mais ce procédé est compliqué et fort 
peu précis, par ce que la détermination de Tombre d'un 
nuage est une chose difficilement réalisable et toujours très 
incertaine. 

Voici comment on pourrait opérer pour résoudre d'une façoD, 
à la fois simple et pratique, le problème actuel. La méthode 
que nous allons exposer s'appliquerait particulièrement bien 
aux nuages peu élevés au dessus de l'horizon. Nous mon- 
trerons plus loin comment, de cette observation, on déduit 
l'inconnue véritable du problème, c'est-à-dire la hauteur du 
nuage au-dessus de la Terre. 

Soient AB, A'B', deux obstacles naturels, ou deux édifices 
très élevés*, faisant l'office de grandes mires, et dont la dis- 
tance A A' est suffisam- 
^ ,.?'-'^ ment grande; de 500 à 
^.'-'x^ j 1000 mètres environ. 
j Deux observateurs pla- 
î ces dans le voisinage : 
eu-''*' ^,y'^ i l'un do AB, l'autre, de 

,.^''^ I y] ! A'B', et communiquant 

^ ^ '^ ^' "*** ' par le moyen du télé- 

big.SiS, phone, observent un 

nuage N lorsqu'il vient rencontrer le plan vertical ABA'B'. 
Soient 0, 0' les positions qu'ils occupent au moment que nous 
venons de définir; les distances OA, O'A' peuvent être relevées 
avec soin, au moyen du ruban divisé, ou différemment; enfin, 
les hauteurs AB, A'B', ainsi que la distance AA', sont connues 
très exactement. Gela posé, pour obtenir la hauteur: Nw = a?. 
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du nuage, au-dessus de Thorizon, on observera que 



2-2Ô 



X 

ÂB 







(0 



X 



0' 



(0 



AO A'B' O'A' 

Mais on a 

0(0 - O'co = 00' = OA + AA' - O'A'. 

/OA 0'A'\ 
Par suite, x(^— - — , j = OA + AA' - O'A'.' 

Dans cette formule : AB, A'B', AA' désignent des nombres 
connus, une fois pour toutes ; OA, O'A' sont donnés par l'ob- 
servation faite sur le nuage déterminé; x désigne la hauteur 
du nuage au-dessus de Thorizon (commun aux deux obser- 
vateurs) des points A, A'. 

135. — La hauteur du nuage au-dessus de la Terre. — Le plan 
qui passe par les verticales AB, A'B', dont il a été question dans le para- 
graphe précédent, coupe la Terre suivant 
un grand cercle y, de centre G ; sa trace, 
sur le plan de l'horizon, est une cer- 
taine droite OH ; la hauteur que nous 
avons calculée tout à l'heure est Nw, 
distance du nuage à la droite OH. Mais 
la hauteur véritable du nuage, celle qu'il 
faut obtenir, c'est la distance du nuage 
à la Terre; celle-ci est comptée sur la 
verticale NG depuis N jusqu'au point Q, 
où elle rencontre y» 

Nous poserons 

NOH = a, No) = h, 

GO = GQ = R. 

Soit P le pomt où NG rencontre OH, 
les triangles semblables GOP, NwP donnent 

(1) A — Ef? — îî? 

R""PO""GP* 

D'autre part, 

(2) ^ = (Pa> -+- PO) tg a. 

Les égalités (1), (2) permettent de calculer Pw et PO. On trouve ainsi : 




Fig, H%4. 



^ h* COt g g 

A + R 
Les égalités (1) donnent aussi : 

NP NP 



P0 = 



hB. cotg a 

r" 



Mais, 



NP + GP NQ+R""/i + R 



NP = \^h* -+- Pw* = r-A^VC^ + R)* -h h^ cotg* a . 

ft -r* R 

Finalement, la hauteur i nconnue NQ se calc ulera par la formule : 

NQ = s;'{h -+- R)« -h h* cotg" « — R. 

JOURNAL DE UATH. tliiS. — 1889. 10 
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Dans la pratique, si Ton yeut appliquer commodément cette formule, 
on doit éviter les deux hypothèses extrêmes : celle de a = 90*, et, aussi, 
celle qui correspond à a = o\ Dans le premiercas, on a NQ = h, mais la 
méthode d'observation que nous avons décrite se trouve en défaut. Dans 
l'autre cas, si a ;= o, on a cotg a = 00 et h = o; la formule présente 
un exemple d'indétermination apparente. Pour faire disparaître celle- 
ci, il faudrait remplacer h cotg a par la distance du nuage à rœil de 
Tobservateur, distance qui est.inconnue. C'est en prenant a dans le voi- 
sinage de 45"*, qu'on réalisera, dans les conditions pratiques les meilleures, 
la détermination de la hauteur des nuages, par la méthode indiquée. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. A. Boùtin» professeur au collège de Gourdemanche. 

{Suitef voir p. 206.) 



127. — Soit un triangle ABC décrit dans Tordre des lettres. 
Par un point M de son plan on mène trois droites : MA' parallèle 
à AB, MB' parallèle à BC, MC parallèle à GA; A', B', G' étant 
respectivement situés sur les côtés BC, GA, AB. Par un autre 
point Mj, on mène M^A^MiB", M^ G' respectivement parallèles 
à AG, GB, BA en tournant en sens inverse (*). Déterminer les 
points M, Ml, de manière que les triangles ABG, A'B'G', A'B^G" 

(♦) Si l'on pose 

MA=M, MB' = t;, MB=w;; 

la somme u* 4- v* -h u;* est minimum au second point de Brocard (celui 
dont les coordonnées barycentriques sont proportionneUes à i — — Voe 

môme, U* -f- V^ -h W* est minimum au second point de Brocard. 
On peut encore vérifier Jes propriétés suivantes : 

!• les quantités yjû -h ^v + s/w, yjïï -^ yj\ ^. v/w sont minimums» aux 
points réciproques du second et du premier point de Jérabek. (Ces réci- 
proques sont les Brocardiens du centre du cercle inscrit; ils ont pour 

coordonnées barycentriques, respectivement, -, -, i* -, i, -.^ 

c a b* h c a / 

*•- 4-7 + -> ff» T7> ^77 sont minimums aux brocardiens du point 
(\/â, \[b, v/c). 
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aient même angle de Brocard. La figure jouit alors des pro- 
priétés suivantes : 

i^ Les points M, M^ sont confondus avec le point de Le- 
moine, E, de ABC. 

2<» Ce point commun K est le point direct de Brocard, de 
A'B'C, le point rétrograde de Brocard, de A'B''G". 

3*^ Les triangles A'B'C, A'B'C sont égaux entre eux et sem- 
blables à ABG. Le rapport de similitude de Tun d'eux à ABC 

est (6 angle de Brocard, de ABC). 

2 COS V _ ■ 

4° Les côtés de chacun de ces triangles font, avec les côtés 
de ABC, des angles égaux, comptés dans un même sens de 
rotation, c'est-à-dire qu'on a les égalités : 

B'A'G = C'B'A = A'C'B = 6, 
A"B"C = BX'A = G'A'B = ô. 

5® Les triangles ABC, A'B'C ont même point rétrograde 
de Brocard. Les triangles ABC, A^'B^'C ont même point direct 
de Brocard. 

6® Les triangles A'B'C, A''B'G" sont inscriptibles à un même 
cercle; le centre de ce cercle est le centre du cercle de Bro- 
card Oi de ABC. 

7« On a l'égalité : 

B'C = C'A' = A'B' = R tg 6. 

(R rayon du cercle circonscrit à ABC.) 

8® On peut amener les triangles, A'B'C, A'B'C, à coïncider, en 
faisant tourner l'un d'eux, autour du centre commun 0^ de leur 
cercle circonscrit, dans un sens convenable, d'un angle égala 2O. 

Soient a?, î/, 2, a, p, y, ai, pi, yi, les coordonnées normales de M, et les 

angles: MA'C, MB'A', MG'B', MiA''B", MiB^'G", M^C'A". 

On trouve aisément: 

MA' 



M A" 



D'ailleurs : 

• MA = -r^, MB' = -r^, Ua =. -rfr-, 

sin B sm G sm A 

MA^^ = -T^, MB'^=^, MG"=-T^; 

sm G sm A . sm B' 
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d*oùj pour les équations du problème : 

— ^— - -h cotg A = cotg e, 
z sin 15 



Ces six équations sont simultanément vérifiées pour : 

X _y_z 

a~ b ~~ c 
ce qui montre bien que M, Mj, et E (point de Lemoine, de ABC) sont 
confondus. 
2* Cette propriété résulte immédiatement des égalités : 

a = p = Y = e, 

«1 = Pi = Yi = ®» 
qui se déduisent du paragraphe précédent. 

3- On a : JjC* = MA"* + "MG^* -h 2MA'.MG' ces A 



^« . « . /«* c* 2ac cos A\ 
A'C G'B' B'A' 



c b a 

A"B" B"C" C'A'' 



d*où 

De même : 

b c a 

De ces égalités résulte la similitude des triangles : ABC, A'B G', A'^B'^C. 

D*ailleurs, les six rapports précédents sont égaux. On a donc : 

A'C = B"C", C'B' = A^'B", B'A' = C'A". 

Le carré du rapport de similitude a pour valeur 

Mais, d'après une formule connue, 

4S« 






sin» e ' 
R« tg> 6 4S* I 



a»6«c* sin* 6 4 cos* 6' 
I 



2 cos 6 * 
40 G'A'B' = B, donc KA'B' = B — 6 ; et, par suite, 

B'A'G = 6. 
On vérifie, de même, les autres égaillés. 

ô* Menons la droite A'û faisant, avec A'B', Tangle ; et la droite BQ fai- 
sant, avec BG, l'augle 6; puis cherchons la distance a; de BG à leur point 
de rencontre. 

On a : ÛA' = BA', 

a?, = BA' sm 26 = — ^-^ sin 26 = — : — =-. 

2 sm B sin B 

Or, ce rapport exprime la distance, à BG, du point rétrograde de 

Brocard. Donc, û se confond avec le point en question. On verrait de 

même que Û', point direct de Brocard, de ABG, est aussi point direct de 

Brocard, de A''B"G". 
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BA' = -T^, BA'' = a - ^ 



sin B' " sin G' 

BC = c — ^^, BC' = — î — 

sm A sin B ' 



BA'.BA" = * 



BCBC = 



sin B 

X 



\ sm G / 



. (c - _JL_). 

Sin B \ sm A / 

De là, on tire aisément : BA'.BA^' = BG'.BG'^ ce qui montre que les quatre 
points A^ A', G', G" sont sur une même circonférence. On verrait, de môme, 
qu'elle passe par les points B', B'. 

On sait que la perpendiculaire au milieu de la droite qui joint les points 
de Brocard, d'un triangle, passe par le centre du cercle circonscrit à ce 
triangle. Ainsi, les perpendiculaires élevées aux milieux de Eu, Kû' se 
coupent au centre 0, du cercle circonscrit aux triangles A'B'G', A''B"G"'; 
mais ce point, ainsi déterminé, est justement le centre du cercle do Bro- 
card de ABG. 

7- On a 

B''G'^ = AG'* + AB''» - 2AG'.AB'' cos A 

__ RHg^ g _^ ^.^^ G - 2 sin B sin G cos A) 

sin* A 
= R* tg« 6 ; 
IV'G' z= R tg = G'' A' = A"B'. 
8» Soit 9 l'angle B^'O^G' : 

B"G'=20iB". sin^, 

2 

Rtg6=-^sin-; 
° cos 6 2' 

d'où, enfin, 9 = 26. 



(A suivre.) 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 



Épure du concours de 1838, pour radmission 
à l'École spéciale militaire. 

Un tétraèdre SABG, dont la face ABG est située sur le plan 
horizontalj est déterminé de la manière suivante : le sommet S a 
pour cot^ 70™"* et pour éloignem>ent 3o"", Varête SA est dans un 
plan de profil^ et le point A a pour éloignem^ent i iS"*"*. La face 
SBC (B à gauche) est parallèle au plan vertical. Les faces SAB 
et SAC font chacune^ avec le plan de profil qui contient l'arête SA, 
un angle de 45^ 
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Sur l'arête SB, on prend, entre S et B, un point D à 20'»" du 
sommet S; et, par ce point D, on mène un plan perpendiculaire à 
rareté SB; ce plan coupe SG en EetSkenF. 

/® Construire les projections du triangle DEF ; 

2^ On considère la sphère qui a DE pour diamètre: représenter 

le solide commun à cette sphère et au tétraèdre. 

1 
(Durée de la séance : ah.-*) 

Nous avons construit l'épure à Véchelle f • 

On représente les points s, s' et a, a'\ la parallèle sx menée 
par s, à la ligne de terre XY, est la trace de la face aSc. Les 
traces ab et ac, des faces Sa6 et Sac, s'obtiennent en appliquant 
le problème, bien connu, qui consiste à mener, par une droite 
située dans un plan donné, un plan faisant un angle donné 
avec le plan donné : on rabat, autour de as, sur le plan hori- 
zontal, en S^a l'arête Sa; on mène la perpendiculaire «G^ à 
S^a; on prend, sur sa, la longueur «G, égale à sG^ ; on mène les 
droites Gj|6 et GjC faisant, avocat, des angles de 45® et coupant 
^x en 6 et c ; on a ainsi les traces cherchées ab et ac. 

Après avoir pris s'd' égale à la longueur donnée SD, on 
obtient d. Le plan mené par D, perpendiculaire à l'arête de 
front S6 est de bout; sa trace verticale est la perpendiculaire 
dV à s'V, Ce plan coupe l'arête So en e', e, et l'arête Sa en f\ f. 
Gomme Sa est dans un plan de profil, on se sert de son rabat- 
tement S^a pour obtenir le rabattement F^ de F, et ensuite sa 
projection f. 

1® Les projections des côtés du triangle DEF sont dessinées 
en traits mixtes. Le triangle DEF est rectangle en F. 

2® Les projections et 0', du centre de la sphère, et ses con- 
tours apparents s'obtiennent aisément. Cette sphère passe par 
le point F. 

Le grand cercle d'intersection de la sphère avec la face de 
front Sbc, et le petit cercle d'intersection de la sphère avec 
la face horizontale abc se projettent en vraie grandeur; le pre- 
mier verticalement, sur le contour apparent vertical de la 
sphère, le second horizontalement, selon un cercle de diamètre 
ij sur bc. 
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L'arête SB est tangente à la sphère, en D; ses projections 
sont tangentes aux projections de Tinlersection. L'arête Se 
coupe la sphère aux points e, e' et h, h\ On obtient les points 
où l'arête de profil Sa coupe la sphère en rabattant autour de 
sa, sur le plan horizontal : en S^a, l'arête Sa ; en Oj le centre du 
cercle section de la sphère par le plan de profil ass' ; sO, égale 
Of^o'; le rayon du cercle rabattu égale sv; S^a coupe le cercle 
rabattu en deux points, dont l'un est le rabattement F^ de/*, f 
et dont l'autre est K^; de Kj, on déduit les projections k et k'. 

Les points utiles de l'intersection, situés sur le contour 
apparent vertical de la sphère, sont d', d; e', e; h\ h. Le plan 
horizontal i'.2', passant par le centre de la sphère, coupe le 
tétraèdre selon des horizontales projetées horizontalement en 
1.2, 2.3, 1.3; on a ainsi les points utiles m, m' et n, n' de 
rintersection, situés sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On peut obtenir, par relèvement, les projections d'un point 
quelconque de l'intersection de la sphère et de chacune des 
deux autres faces, après avoir rabattu la face considérée autour 
de sa trace horizontale, sur le plan horizontal, et avoir con- 
struit le rabattement du cercle d'intersection ; puis les pro- 
jections de la tangente, en ce point, à l'intersection. Gomme 
les portions utiles des projections de l'intersection ont une 
grande longueur, nous avons préféré construire les axes des 
ellipses projections et dessiner ces courbes connaissant leurs 
axes. 

La perpendiculaire menée de o, o', à la face Sac, a ses pro- 
jections respectivement perpendiculaires à ac et e' A'; le plan 
qui la projette horizontalement coupe la face Sac selon une 
droite dont la projection verticale 4'. 5' donne la projection 
verticale cd' du centre du cercle d'intersection de la sphère et 
de la face Sac; d'oh l'on a cd. On obtient le rayon de ce cercle 
en rabattant, autour de ow, sur le plan horizontal, le centre 
Û en Û4, le centre en Oj. Les rabattements de la section de 
la sphère et de celle de la face Sac par le plan vertical oo) se 
coupent en P^ et en Q^ ; de ces points, on déduit les extrémités 
p et 9 du petit axe de Tellipse, projection horizontale de la 
section considérée. Le grand axe de cette ellipse égale PiQt 
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et se projette sur la perpendiculaire en co à oa>. On construit 
de même l'ellipse projection verticale de la section considérée ; 
en p', la tangente à cette ellipse est parallèle à XY. 

Nous avons construit de même les ellipses projections de 
rintersection de la sphère et de la face Sab. 

La projection horizontale du demi-cercle d'intersection de 
la sphère et du tétraèdre est la seule ligne cachée, des pro- 
jections du corps demandé. 
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Gompanion to the Vreekly Problem Papers, inlended for the use 
of students preparing for mdthemalical scolarship and for the junior mem- 
bers of the Universities who are reading for mathematical honours, by the 
Rev. John J. Milne Af. A. (Londres. Mac-Millan et G*% éditeurs). 1 vol. 
XXVm, — 340 pages. Prix: 10 sh. 6 d. = 13 fr. .0 c. 

L'ouvrage paru récemment sous le nom modeste de Companion est le 
complément des Weeldy ProbUm Papers et de leurs Solutions^ du même 
auteur. Il traite des matières généralement négligées dans les manuels 
en usage et qui, cependant, sont indispensables à tous ceux qui veulent 
s'initier aux différentes méthodes scientifiques permettant de résoudre 
facilement les diverses questions proposées dans les examens. 

Afin d'obtenir un livre aussi précis que complet, M. Milne a fait appel 
à la collaboration de mathématiciens que leurs travaux antérieurs dési- 
gnaient naturellement pour traiter les sujets qui y sont développés. 

Chaque théorie est suivie d'un grand nombre de problèmes, bien choisis 
et très variés, qui rendent le Companion encore plus précieux. L'ouvrage 
est divisé en sections et chapitres, dont voici le sommaire : 

I. Théorie des maximums et minimums; 1» partie algébrique (pages 
4-14) avec note de M. Genèse (14-16); 2» partie géométrique (17-43). L'au- 
teur a consulté, dans cette section, les ouvrages de Gresswell (1 vol. 300 p., 
1817), de Ramchundra (Londres 1859) et les mémoires de M. EUiot, parus 
récemment dans The Messenger ofMathematics (vol. IX et XIV). — II. Partie 
élémentaire de la théorie des enveloppes: !• partie algébrique (47-53): 
2* partie géométrique (54-66), avec note de M. Davis (66-68). — III. Appli- 
cations des propriétés du centre de gravité à la Géométrie, par M. Davis 
(69-75) suivies de problèmes, proposés par M. Genèse, et dont la solution 
dépend de la composition des forces non parallèles (76-77). — IV. Goor- 
données biangulaires, par M. Genèse, avec applications à la droite (78-82), 
aux coniques (82-85) et à l'équation générale du second degré (85-98).— 
V. Introduction à la Géométrie récente du triangle, parleRev.T. G. Sim- 
mons. Ge chapitre forme l'article le plus long et certainement le plus 
important de l'ouvrage de M. Milne. G'est un admirable résumé de la 
Géométrie brocardienne ; il n'en existe pas de plus complet en France, 
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M. T. C. Simmons traite, successivement, des droites aatiparallëles, des 
droites isogonales et des points inverses (99-103), des points et de Tellipse 
de Brocard (104-111). Dans cette partie, Tauteur a introduit, avec le plus 
grand succès, la considération de l'excentrîcitc de Tellipse de Brocard, 
qui lui permet d*obtenir des formules simples et élégantes. Viennent 
ensuite le point et le premier cercle de Lemoine (112-120), le cercle et 
le premier triangle de Brocard (121-126), les cercles de Tacker (127-137), 
le second cercle de Lemoine, et le cercle de Taylor (138-146). Après 
ces questions, qui ont été en partie traitées dans ce journal et qui 
sont connues de nos lecteurs, M. Simmons fait Pétude des triangles co- 
Symédians et co-Brocardiens (*) (147-162); il donne ensuite des construc- 
tions et des théorèmes divers, (163-173) qu'il fiit suivre de nombreuses 
questions proposées. Enfin, Fauteur termine par des notes historiques 
(180-184), où il rappelle les origines de la Géométrie du triangle et la 
marche de ses développements. Gomme on le voit par ce qui précède, le 
travail de M. Simmons forme un excellent traité sur le triangle : la lec- 
ture en est indispensable k ceux qui désirent avoir une idée exacte de la 
Géométrie du triangle qui est, comme l'a dit M. Davis à rAssocialion 
pour l'avancement géométrique, le progrès le plus remarquable et le plus inté- 
ressant qu'aient fait les Mathématiques élémentaires en ces derniers temps. Il 
est à regretter que M. Simmons n ait pas parlé des points et des transver- 
sales réciproques ainsi que des points brocardiens, qui jettent tant de 
lumière dans les rapports des éléments entre eux, et qu'il n'ait pas consacré 
un chapitre aux généralisations dont le triangle a été Pobjet : nous voulons 
parler des polygones et polyèdres harmoniques^ fruits des belles recherches de 
MM. Neuberg, Tarry, Gasey et Simmons lui-môme. — VI. Théorème de 
Feuerbach (185-191). — VII. Théorie de Tinversion ; inverseurs de Peaucel- 
lier et de H;art,podaires des coniques 1192-204), par M. Langley. — VIII. 
Gonstructions géométriques et mécaniques (205-211), par M. Genèse. — 
IX. Théorie de l'élimination (212-221), avec note de M. Simmons (221-224). 
— X. Sommations des séries (225-232). — XI. Séries binomiales (233-239) 
par M. Davis. — XII. Identités algébriques et trigonométriques (240-247), 
par M. Davis. — XIII. Questions diverses d'algèbre, de trigonométrie et 
de géométrie des coniques (248-260). — XIV. Longueurs des tangentes 
et des normales aux coniques (261-268). — Nouvelles solutions de ques- 
tions des Weekly Problem Papers (269-286). — XIV. Questions d'examens, 
posées, antérieurement à 1886, dans les dififérenls collèges de Gambridge 
(281 questions). 

Les chapitres dont l'auteur n'a pas été spécifié sont dus à M. Milne. 

Ainsi qu'il est facile de s'en convaincre par le court résumé qui pré- 
cède, le Companion touche à toutes les questions qui, sans faire partie 
des programmes officiels, sont du domaine des Mathématiques élémen- 
taires. L'ouvrage de M. Milne et de ses collaborateurs sera donc de la 
plus grande utilité, et nous espérons qu'il sera lu avec fruit par les pro- 
fesseurs et par les élèves. 

E. ViGARlé. 

(*) Deux triangles sont co-symédians ou co-Brocardiens suivant qu'ils 
ont mômes symédianes ou mêmes points de Brocard. L'étude de ceç 
triangles a surtout été faite par MM. Tucker et Gasey. 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

SESSION D'AVRIL 1889 (*) 



PARIS 



!'• Série. — 1» Étant donnés un cercle a de rayon R et une droite 
fixe AB tangente, en A, à a ; trouver, sur la circonférence, un point M, 
tel qu'en abaissant, de ce point, la perpendiculaire MP sur la tangente AB, 
on ait MP + AP =za] a désignant une longueur donnée. 

Discussion. 

Réponse : x — — — (**). 



(*) Ces énoncés, et les résultats qui les accompagnent, sont empruntés 
aux Nouvelles Annales scientifiques et littéraires^ publiées parla librairie Cro- 
ville-Morant. 

(**) Dans cette formule, x désigne la distance M P. 

On peut résoudre cette question (et beaucoup d'autres, analogues) par 
la méthode, si élégante, des lieux géométriques. C'est ainsi que, dans 
le cas proposé, on peut observer que le lieu d'un point M, tel que 
MP + AP = a est une droite D, rencontrant la tangente donnée ainsi 
que le diamètre perpendiculaire, à une distance o du point A. En construi- 
sant cettedroite, on résout géométriquement le problème. Quant à la discus- 
sion demandée et à rintcrprétation des valeurs négatives des variables MP, 
AP, elles résultent, bien simplement, de la méthode que nous indiquons 
ici. Le problème est possible, si D rencontre le cercle donné en des points 
réels M', M"; c'est-à-dire si la distance du centre 0, de a, èi la droite 
D, est plus petite que le rayon de a. En menant à a une tangente per- 
pendiculaire à la bissectrice de l'angle OAB, on a la position limite D', 
des droites D. 

Si l'on suppose que D' se transporte parallèlement à elle-môme jus- 
qu'à ce qu'elle passe par A', point diamétralemeni opposé à A, on a 
une nouvelle position D", de la droite D. Entre D', D", les transversales 
considérées donnent deux solutions réelles, pour lesquelles la relation 
MP 4- AP = a est vérifiée par des valeurs positives de M P et de AP. 

En poursuivant son mouvement, la droite D viendra passer par A; soit 
D'" cette position. Entre D'' et D'" la transversale rencootrc a en deux 
points : pour l'un d'eux, la relation est vérifiée, MP et AP étant positifs ; 
pour l'autre, elle est encore vériflée,mais en supposant MP positif et AP 
négatif. 

Enfin, soit D'^ la tangente parallèle à D'. Pour les positions de D com- 
prises entre D'" et D^^, l'égalité proposée est encore vérifiée, mais en 
prenant MP positivement et AP négativement, pour l'un et l'autre des 
devix points Ifouvés. G. L. 
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2» Volume engendré par un segment de cercle tournant autour d'un 
diamètre extérieur au segment. Démonstration. 

2* Série. — 1« On donne un cercle et un de ses diamètres AOB. On 
demande de mener un second diamètre COG\ de manière que si Ton fait 
tourner les segments circulaires AMC et AM'C, autour de AB, le volume 
V engendré par le second segment soit le triple du volume V engendré 
par le premier. 

On calculera le cosinus de Tangle AOG. 

Réponse : cos x = 2 — ^, 

2<* Énoncer la loi de Kepler et la loi de Bodc. 

3» Série. — 1" Résoudre x -{- y = a 

Œ^-^y^ = 6». 

N.-B. — La condition de réalité est 

a(46» — a»)>o; 
2" Dans un triangle ABC dont la hauteur est AD on donne 

BD = 3, AB = 5, DG = 4. 
On demande d*évaluer la surface du triangle et le côté A G, 

On donnera la valeur du côté AG, à près. 

1000 

Réponse : S = 14™'! ou 2""i ; AG = b'^fiSô. 

4e Série. — !• On donne les longueurs a, 6,c des côtés d'un triangle. 
On demande de calculer les volumes engendrés par ce triangle tour- 
nant successivement autour de ses trois côtés. 

Faire l'application numérique en prenant a = 3, b = 4, c = b. 

Réponse : Va = i6tc ; V6 = i 27: : Vc = ^-^ • 
20 Gonditions d'équilibre du levier. 

5» Série. — On donne les longueurs 2a, 26, des diagonales d'un 
losange ABGD'. On demande de calculer : 
!• Le rayon du cercle inscrit au losange ; 

20 Les cosinus des angles AbCet BGÎX 

abJa^ -h 6» 
10 f — — 1 — Z__. 

Réponse : < ^' + ^" ^, _ ^, 

2» cos ABG = — cos BCD = 7—- — -.» 

b^ + a* 

20 Construire l'angle de deux plans dont les traces sont parallèles à la 

ligne de terre. 



QUESTION 288 

fiolution et développement par M. d'O. 



Soient A.y G deux sommets opposés d'un rectangle ABGl);lape7^- 
pendiculaire GH, abaissée de C sur BD, renconlre la bissectrice de 
BAD en P. Démontrer que CP = GA. G. L. 
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Posant CAD = w, on a, immédialement : 

CAP = - - (0, AGP = TT - OGH = TU - I- - 20)) = - + 2(0. 
A, \2 / 2 

Donc, 

APC = TT - r- - O) ) - f^ + 2a)j = ^ - 0) : 

Par suite, le triangle CAP est isoscèle, et l'on a 



CàP. 



GP = GA. 



G. Q. F. D. 



Remarque. — Soil Q le point oîi la bissectrice de AbC 
coupe GP. On a : 



TT (ù 

CBQ = - + -, 
4 2 



TU 



BCQ = -- (o; 



donc, 



/TU 0)^ 



— (^- a); = --h- = GliQ. 

\2 / 4 2 

Ainsi, GQ = CB. 

De même, si la bissectrice de BDA coupe GP en R, 



DCR = 0), 



_,. TU (0 

(JDR= ; 



, /tu (0\ TU 0) 

JRD = TU - 0) - ( )=---. 

\2 2/ 2 2 



= GDR, 



par suite, 

d'oïl Ton conclut GR = CD. 

Le théorème qui fait l'objet de cette question se trouve 
donc complété, et, en adoptant 
un changement de notation, on 
peut alors l'énoncer ainsi. 

Soient ABC un triangle rec- 
tangle en A, M le symétrique de 
À par rapport au milieu de Vhy- 
po/énw5e BG. Si la perpendiculaire 
abaissée^ de M, sur BG, coupe res- 
pectivement en Aj, Bi, Gj, les bis- 
sectrices des angles k,B,Cy de ce 
triangle, on a : 

MAi = BC, MBi -^ AC, M C^ = AB. 




Nota. — Solutions diverses par MM. E. Vigarié, étudiant à Toulouse; 
E. Baudran, élève au cours de Saint-Cyr, au lycée de Rouen ; Henry Galopeau, 
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étudiant à Bordeaux: Le Goff, à Lesneven (Finistère) ; A. Boulin, profes- 
seur au collège de Gourdemanché ; I. Beyens, capitaine du génie, à 
Cadix; G. Lavieuville, professeur au collège de Dieppe. 



QUESTION 291 

Solution par M. Â. Emmebigh, professeur à Mûlheim an der Ruhr (Prusse). 



Résoud?^ r équation : 

^x*-^ - px 4- q)'-' + p(x^ + px -h q)2 = x^. 

G. L. 

Introduisons rinconDue auxiliaire l, et posons x^-hq — pxl. 
L'équation proposée prend la forme 

a(5 - i)Y -+- K5 + O'P' =^ I- 
On Irouve, en supposant a + p ^ o (*), 



r 
f 



\/m- 



a h fi 



ce qui, avec x = — — i/ ( ) "" '' l'^s^ut le problème. 

Nota. — Solutions diverses par MM. A. Boutin, professeur au collège 
de Gourdcmanche ; Youssoufian, à Gonstantinople ; J. Beycns, capitaine 
du génie, à Cadix; Studler, chargé de cours au lycée do Rodez. 



QUESTION 292 

lioltttion par M. A. Boutin, professeur au Collège de Courdemanche. 



Résoudre V équation : 

(x 4- b 4- c)(x 4- c H- a)(x 4- a 4- b)(a 4- b 4- c) — Lbcx = o. 

(G. L.) 

Posons, pour abréger : 

a 4- 6 4- c = S, 
(1) x = y^S. 

(•) Si a = — ^, l'équation considérée est du troisième degré, et elle adoiet 
une racine nulle. 
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L'équation proposée devient : 

S(y - a){y - h){y 4- c) - abc{y - S) = o, 
ùu Sy^ — S*</* + '&y{db -h ac + bc) — ahcy = o 

Cette équation admet la racine y — o. On a donc, 

X = — (a H- 6 + c). 
Les deux autres racines de Téqualion en y sont données 
par réquation du second degré ; 

Sî/' — S^y + S{ab -h ac -¥ bc) — abc = o. 
Quant aux valeurs correspondantes de x, elles se calculent 
par la formule (1). 

Nota. — Solutions diverses par MM. J. Beyens, capitaine du génie à 
Cadix; Studler, chargé de cours au lycée de Rodez; A. Emmerich, à 
Miilheim-s/Ruhr (Prusse). 

M. Emmerich observe, avec raison, que Téquation étant écrite sous la 

forme 

x-^b -h c a o o 

o X \-c -{- a h o 

o o ic+a-h6 c 

X o a-h6-hc 

en ajoutant, à la première colonne, les éléments des trois autres, la 

racine a?= — a — b — c apparaît ainsi. 



QUESTION 295 

jiolution par M. Félix Ziegel, él^ve au Lycée Goncorcet, 

(Institution Springer). 



— o 



Soient a, p, y les centres de trois circonférences tangefixtes, deux 
à deux, aux points A, B, G (k étant le point de contact des cir- 
conférences f^ et y, etc). 

Les droites GB, AB rencontrent (3 en des points P, Q. Démontrer 
que PQ passe par le centre de p et qu'elle e^t parallèle à ay. 

(Mayon, professeur au collège de Blois.) 

En effet, G étant le centre de similitude de a et de p, les rayons 
fiP et aB sont parallèles. Pour la même raison, les rayons fQ 
et yB sont parallèles. Par conséquent les droites fP et pQ se 
confondent suivant une parallèle à ay. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Alexandre Couvert, élève au ly- 
cée Gondorcet;G. Lavieuville, professeur au collège de Dieppe; II. Yous- 
soufian, professeur de mathématiques, à Técole Milkié, à Constantino- 
ple; H. Ghatenet, élève au lycée de Limoges (classe de M. Nepveu). 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



339. — Soit ABDG un parallélogramme quelconque, et 
soient A'B'C les seconds points de rencontre des droites DA, 
DB, DG, avec la circonférence circonscrite au triangle ABC. 
Démontrer que la droite A'D est la moyenne géométrique, en 
grandeur et en position, des droites A'G^et A'B'. (Gob.) 

340. — Les côtés de l'angle A d'un triangle ABC sont 
fixes; le côté BG roule sur une courbe donnée A. Démontrer 
que Torthocentre H du triangle ABG, et le centre du cercle 
circonscrit, décrivent deux figures symétriquement semblables. 

(Neuberg.) 

341 — Construire un quadrilatère ABGD, connaissant 
les longueurs a, 6, c, d des côtés AB, BG, CD, DA et la lon- 
gueur fde la droite qui divise les diagonales AG, BD dans un 
rapport donné m : n. (Neuberg,) 



Nota. — L'abondance des matières nous oblige à reporter au prochain 
numéro ]a fin de Tarticle de M. Boutin : Sur les Centres isodynamiqws,.. 

RECTIFICATIONS 

Quelques erreurs typographiques se sont glissées dans le dernier numéro : 
Page 193, au lieu de Bobilier, lisez Bobillier. 

Page 212, ligne 14, — Veeten, — Vecten. 

Page 213, ligne 4, en remontant, — podaire — polaire. 



Le Dipecleur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES C»EMIXS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX, 
RUE BEROBREf 20i PARIS. — 20200-9*9. 
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PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE RECTANGLE 

Par M. Ijonis Bénézeeh. 

(Stttto, voir p. 193.) 



Voici une propriété, suite naturelle de celles que nous 
avons signalées récemment (*), sur le triangle rectangle. 

Théorème. — Dans tout triangle ABC, rectangle en k^ an a : 

P + Pa = Pb + Pc; 

et RÉCIPROQUEMENT. 

P, Pa, Pb, Pc désignant^ respectivement, les puissances des 
centres du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits, par rapport au 
cercle circonscrit. 

Eu effet, dans un triangle quelconque, on a : 

P = ÎÔ' - R' = 2Rv, 

P. = 05^ - R' = 2Rva; 
avec des formules analogues pour exprimer Pb, Pc. 
On a donc 

P 4- Po - Pb - Pc = 2R(Va - V - Vb - Vc). 

Mais, si le triangle est rectangle, on a 

Va — V — Vb — Vc = 0, 

et, par suite, P -4- Po = Pb -♦- Pc. 

Réciproquement, si 

P 4- P, = P, 4- P„ 

on a Va — V — Vb — Vc = G, 

égalité qui exprime que le triangle est rectangle. 

Remarque. — Les formules générales, écrites plus haut, 
donnent aussi : 

P + Pa 4- Pb -4- Pc = 2R(Va + Vfe + V^ - v) = 8R«. 

On en déduit que, dans tout triangle rectangle : 

P -h Pa = Pb + Pc = 4R". 

(*) Voyez, numéro de septembre, p. 193. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÂIf. — 1389. 11 
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SUR LES CENTRES ISODYNAMIQUES 

ET SUR LES CENTRES ISOGONES 

Par M. A* Boatln» professeur au Collège de Courdemanche. 

[Suite et fin, voir p. 198 . ) 



XX. — Les distances, aux sommets de ABC, d'un des centres 
isogones sont inversement proportionnelles aua coordonnées bary- 
centriques de ce point. 

Soient Sa = A.V,,... On a (à un facteur constant près) 

S28in«A=cos«(B-3o'»)cos«(A-3oo)-+-cos*(C-3o«)cos»(A-3o°) 
H- 2C0S* (A — 3o®) cos (B — 3o*) cos (G — 3o®) cos A, 

■. ^' , , = 3 COS» B + 3 cos» C 4- sin» A + sin» G 
cos«(A-3o«) 

+ v/3 (sin 2A 4- sin 2B + sin 2G) 

-H 6 cos A COS B cos G + 2sin B sin G cos A 

= 6 4- y/3 s sin 2 A 6cos A cos B cos G— S sin» A 

= constante; 
8a sin A _ 85 sin B _ $c sin B 
^" cos (A 4- 3o«) " cos (B - 3o«) " (sin G - 3o«) * 
De môme si l\ = AW^ 

l'a sin A _ 8b sin B _ 8c sin G 
cos (A 4- 3o«) ~" cos (13 4- 3o") ~ cos (G 4- 3o") 

XXI. — Les rayons des cercles circonscrits aux triangles BGY, 
AGV, ABV ; BCW, AGW, ABW, sont inversement proportionnels 
à AV„ BV„ GV,; AW^, BW„ GW,. 

XII. — Les polaires des points P^, Pj, par rapport à U hyper 
bole de Kiepert, sont respectivem^ent les droites GV,, GW^. 

D'après des théorèmes connus, la tangente à cette courbe 
en V, est W, ; la tangente en G est GK : ces droites se cou- 
pent en Pj. De même la tanqente en W, est WW, qui coupe 
GK en P,, 
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XXIII. — Calcul des distances VW,, V,"W. 
On a : 



VW/ = VV,' + V,W,=' - 2VV,.V,W, eos VV.W, 

2KV,.VV, cos VV,W. = KV;;* +'VV;* - KV* 
d'oli 

V w , 

VW;» = VV;* + V,W/ - ^^^(KV.» + VV.» - K?*). 

Si Ton remplace par leurs valeurs dans le second membre 
toutes les quantités qui y figurent, on trouve, tous calculs faits : 

8S 



vw,' = 



2 



De môme V,W" = 



3 (cotg 6 + \/'3) 
8S 

3 (cotg e - v/3) 



XXIV. — La circonférence des neuf points et chacune des cir- 
conférences circonscrites aux triangles équilatéraux podaires ont 
un point commun Q, le centre de rhyperbole de Kiépert. 

Le centre Q, de Thyperbole de Kiépert, est le milieu de 
VgWj, Q est d'ailleurs sur la circonférence des neuf points. 
On a : 

QP, = 1 VW, - - / '^ ^' 



■ = n/; 



2 V 3 (cotg 6 H- v/3) v/3 

QPi est le rayon du cercle circonscrit au premier triangle 
podaire équilatéral. 

On verrait, de même, que i}esi sur la circonférence circon- 
scrite au deuxième triangle podaire équilatéral. 

On peut observer que la droite KQ est une syniédiane du 
triangle PiPjQ. 

XXV. — Les lignes V,W,VWj se coupent au centre de gra-- 

L'équation barycentrique de V^W est 

V. • T. • n /^cos (B + 3o*>) cos (C H- 3o«)\ 

Sa sin B sin G -r-, 5-— — -( = o . 

\cos (C — 3o°) cos (B — 3o<»)/ 

Si l'on y fait a = p = y = i ; on a la condition pour que 

G soit sur cette droite, elle revient à 
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2C08 (A - 3o«) . _, ^. 
: ; " (COS 2B — COS 2 G) = O, 
sin A ^ ' 

identité facile à vérifier. 

On coDslate, de même, que G est sur VW,. 

La figure formée par les centres isodynamiques et isogones 
est donc un trapèze dont les bases sont parallèles à la droite 
d'Euler ; le point de concours des diagonales est E ; le point 
de concours des côlés non parallèles est G. 

XXVI. — Distances GV, GW, GV„ GW„ GP,, GP,. 

Profitant de la remarque précédente et utilisant la formule 

2 Cl 



on trouve : 



"■^ = ^-3 



zr > 



2G,» 2G.« 

GV = ._ ' . GW =— =. • 



»/3(G.« - G»«) ' v/3(G.«-G.') 



\/3(G,» - Ci«) v/3(G.« - G^») 

KP, cotg e KP. cotg 9 

On peut remarquer ces deux propositions : 

Les distances du centre dé gravité, aux centres isogones, sont 
proportionnelles aux côtés des triangles podaires équilatéraux. 

Les dislances du centre de gravité, aux centres isodynami- 
ques, sont proportionnelles aux cubes des mêmes côtés. 

XXVIL — Les deux centres isodynamiques sont conjugués har- 
moniques par rapport à OK. 

Il suffit de vérifier que la polaire de V, par rapport au cercle 
de Brocard, contient le point W. 
L'équation du cercle de Brocard étant ; 

Sa?" sin ô — Itxy sin (G — 6) = o, 
réquation de la polaire du point V est : 
S COS (A — 3o»)[2a? sin — y sin (G — 6) — s sin (B — ô)]=o, 
Le point W sera sur cette droite, si on a : 

r2COs(A-h3o<»)— cos(B+3o<>Xcotg6sinG-cosG)] 
Scos(A-3o )^_ ^^ ^j, _^ 3oo)(cotg 6 sin B - cos B) J^* 
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Après transformations, cette identité revient à celle-ci : 
23 cos (A — 3o<»)(2 sin B sin G — v^3 sin A) = o, 
qu'on vérifie aisément. 



DES COORDONNEES SOUS-TRILINÉAIRES 

Par M. Auf • Poulain, à Angers. 



1. — Soient a?, y, z, X, fx, v les coordonnées trilinéaires et 
tripolaires d'un point M; x\y',z' trois segments non consécu- 
tifs, AGi,... déterminés par a?, 
y, z sur les trois côtés, c'est- 
à-dire le premier système de co- 
ordonnées sous- trilinéaires (*) ; 
a;", y", z", le second système 
(nous ne nous occuperons guère 
que du premier). 

2. Rappelons qu'on a 

On le voit en ajoutant membre 
à membre les trois relations analogues à : 

(2) X» - [i.« = z'^ - zK 

Si, dans (1), on remplace x'\ ., par a — af,... on trouve la 
relation constante entre a?', y', z'. En appelant o) l'angle de 
Brocard, et posant 




(3) 



^ S sin' A _ 



cos A cos B cos G 



15 sin A sin B sin C cotg (o, 



(♦) Voir J, E, 1888, p. 279. La question a été posée (ibid. p. 257) de savoir 
comment distinguer entre eux les deux systèmes. Comme ACt a, sur BGi 
la priorité alphabétique, le système x\ y\ %' peut être appelé de jn^emière 
espèce^ ou primaire. L'autre sera appelée secondaire. Nous n'employons pas 
les mots direct ou rétrograde^ parce que, lorsque Gj passe sur le prolonge- 
ment de BA, af devient négatif et rétrograde. On ne peut donc, sans con- 
fusion d^idées, qualifier cette grandeur de directe. 
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on a 

(4) ax' 4- by' + cz = (*) 

il 

(5) = 2S COtg (0 

(6) =4R*^; 

relation qui se rapproche beaucoup de celle des coordonnées 
trilinéaires. 

3. — De (6), on tire 

aa! H- h\( -4- cz _ 

^'^ ^l^Â ~ '• 

Cette relation peut servir à rendre homogène toute fonction 
algébrique de x', y\ z\ Il suffit de multiplier certains termes 
par une puissance convenable du premier membre. 

4. — Si l'on applique cette formule (4) à deux points Mo, M| 
et qu'on retranche membre à membre, les égalités obtenues, 
on trouve 

(8) Sa(x\ - x\) = G. 

5. Théorème I (Principe de la réciprocité entre les coor- 

données.). — &i Von fait tourner, de , te triangle de référence 

ou un de ses homothétiques directs autour d'un point quelconque D ; 
y° les nouvelles coordonnées trilinéaires X, Y, Z, sont égales, aune 
constante près, aux anciennes coordonnées sous -trilinéaires x\ y', 

z'; ^ si la rotation est de -h -, il faut de plus changer les signes ; 

3^ ce sont les énoncés inverses, s'il s'agit des anciennes coordonnées 
, trilinéaires; 4^ le théorème s'étend aux polygones de référence. 
Pour démontrer la première partie, il suffit d'observer 
que les deux longueurs ont des origines fixes, qu'elles sont 
situées sur des parallèles, et que leurs directions positives 
sont les mêmes. On démontre d'une manière analogue le reste 
du théorème. 

6. Corollaires. — i^ Quand on connaît, en coordonnées tri- 
linéaires (ou barycentriques), une formule^ ou l'équation d'une 

(*) Cette formule (3) a été donnée par M. Lemoine {J.E, 1883. p. 218). 
Voir plus loin 6, 3*) une autre démonstration. 
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ligne, on peut V écrire immédiatement en coordonnées sous-tnli^ 
néaires. Car il suffit d'écrire la première formule en prenant le 
nouveau triangle, aPy» pour triangle de référence; puis d'ap- 
pliquer le théorème. On peut ensuite rendre le résultat homo- 
gène (3). 

2° En particulier, la distance MoM^ de deux points a les mêmes 
formules en trilinéaires et en sous-trilinéaires, quand, dans le 
premier de ces systèmes, elle ne dépend que des différences de 
coordonnées X^ — Xq,... Car si on applique le théorème, les 
constantes disparaissent dans ces différences et celles-ci sont 
remplacées par œ\ — x\,.,. 

3® Il y a un énoncé analogue pour d'autres relations qui ne 
dépendent seulement des différences X^ — X^. Exemple ; on 
peut établir ainsi la relation fondamentale (4). Car on a l'éga- 
lité analogue à (8) en coordonnées trilinéaires. On en déduit 
(8) par le principe de réciprocité; et, de là, l'égalité (4), en 
faisant coïncider Mo avec A. 

4° Si l'on veut que les trois constantes soient nulles dans 
la première partie du théorème, il suffit d'obtenir afy en me- 
nant une perpendiculaire à chaque côté, tel que AB, par sa 
première extrémité A. Les deux triangles ont alors pour centre 
de rotation D le premier point de Brocard û^. Ce point étant 
le point double du système, le triangle û^aA, oli entrent les 
deux rayons vecteurs û^a, Û^A, renferme Tangle co en a (comme 
une infinité des triangles semblables à ABC, circonscrits 
ou inscrits). Puisque ce triangle est rectangle, le rapport de 
similitude est cotg o). De là on conclut immédiatement (S), 
par le principe de réciprocité (*). 

7. — Pour passer du système x,y,z^ x', yf, z', les for- 
mules de transformation sont 

(*) Si jamais on trouvait utile de donner un nom à ce triangle remar- 
quable, on pourrait prendre celui de drcumrectique qui rappelle la direc- 
tion de ses côtés et la propriété qu'il possède d'être circonscrit à ABC. Il 
y a un second triangle analogue oL'^'y\ qui est la figure inverse du pre- 
mier. La valeur du rapport de similitude est la même. Donc les deux 
triangles sont égaux, et la figure ûjaû^a' est un parallélogramme. Par 
suite, le centre de rotation des deux triangles a^yi «'^W ^st le milieu de 
ûjû,. — Il suffit de construire le côté ap pour obtenir graphiquement 
a cotg tù, c'est-à-dire aD cotg A et en déduire Tangle de Brocard. 
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(9) 0?' sin B = 05 cos B -f- <2 ; 
et, pour le problème inverse, 

(10) X sin B = — x' cos B — z' -{- c, 
ou 

(11) Aa; = rc' sin B cos A cos G -4-y' sin G — y sin A cos G. 

On établit (9) et (10) en projetant sur GiM et GjB le péri- 
mètre du quadrilatère birectangle MA|BGi. (11) s'obtient en 
résolvant le système des trois équations du groupe (9). 

8. — Proposons-nous de calculer la distance 8 s: MqM^ de 
deux points, dans le système sous-linéaire. Cette longueur pré- 
sente la particularité de pouvoir être exprimée d'un infinité de 
manières différentes^ en fonction des mêmes données. Gela tient à 
ce que : elle égale une suite de rapports égaux qu'on peut 
transformer ; 2® deux des trois couples de données suffisent à 
la déterminer. Nous nous appuierons sur le théorème que 
nous allons établir dans le paragraphe suivant. 

(A suivre.) 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

(seconde partie) 

Par M. G* de I^ongehamp** 

{Suite, voir p. 222.) 



136. Hauteurs et vitesses des étoiles filantes. — 

On distingue, daas une étoile filante, les points d'apparition 
et de dispafHtion ; mais ces points seraient difficiles à observer, 
la traînée lumineuse s'évanouissant instantanément, si Ion 
ne prenait la précaution de noter les étoiles qui se trouvent 
dans leur voisinage, au moment de Texpérience. Cette remar- 
que nécessaire étant faite, voici comment pourraient être diri- 
gées les expériences ayant pour but la détermination de la 
hauteur des étoiles filantes. 
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Imaginons deux observateurs placés eu A; B ; la distance 
AB doit être considérable relativement à celles dont nous 
avons parlé jusqu'ici (*) et les deux postes d'observation A, B, 
sont reliés par un fil télégraphique ou téléphonique. A un 
moment donné, les observateurs remarquent le point d'appa- 
rition a d'une étoile filant, ou, pour mieux dire, ils notent : 
l'un, une étoile e, dans la direction Aa; Tautre une étoile e', 
dans la direclion Ba. De cette observation, on peut conclure 
la distance de l'étoile filante à la terre, comme nous allons 
l'expliquer. 

Soit le centre de la Terre ; Oa rencontre la surface de la Terre en un 
point G; nous poserons Ca = a?: c'est la hauteur cherchée. 
Posons aussi : 



■^.^' 



X,\ 



Aa = A, Ba = A', #S 

corde AB = d, 
OA = OB = OC = R, 

«Aa = 6 , 
z'BoL = ô', AaB == ç. 

Les triangles oAO, aBO, 
donnent 
(A) (R+a;)«=/i«4-R'4-2R/ico80 

= /i'«4-R*H-2'i'Rcos6'. 

Ces égalités donnent 
(1) h*=2BhemQ=h'*-h2h'Rmb\ 

D'ailleurs, le triangle AaB 
donne 
(2) d* = ft'» 4- V* — 2hh' C08 ç. 

Uangle 9 peut être fourni 
par Tobservation; c'est la hau- 
teur apparente des étoiles e, 
e', en A ou en B. Les formules 
(1), (2) permettraient donc de 
calculer /i, h\ si la résolution 
de ces équations était possi- 
ble. Mais on voit que ce cal- 
cul conduirait à une équation 

du quatrième degré, non quadratique (**), et la difficulté algébrique, ici 
rencontrée, paraît insurmontable. Voici comment on peut la tourner. 

L'arc AB, bien qu'assez considérable, peut, dans des observations de 
la nature de celles que nous décrivons ici, être assimilé à une ligne 




,1 

\\i 



(•) Dans les expériences qui furent faites en 1856 par MM. Besse-Ber- 
gier, Liais, Chacomac et Goujon, les deux postes d'observation étaient 
Orléans et Paris. (Voyez Les étoiles filantes et les bolides^ par M. Félix 
Hément; Gauthier-VUlars, éditeur, 1888, p. 19.) 

(♦*) Nous entendons, par là, que Téquation n'est pas décomposable, 
rationnellement, en équations du second degré. 
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droite. On connaît, au point A, la direction de AB, et Ton peut relever 
l'angle eAB. Nous considérons donc les angles eAB = X, e'BA = V, 
comme des quantités connues, données par Tobservation. Nous avons 

h __ sin X' 

'^' V^sîTx' 

Nous n'avons plus alors à tenir compte de l'égalité (2), et nous consi- 
dérons h^ h' comme déterminées par les éqyations (1), (3). Abstraction faite 
de la solution évidente, et non admissible, h =: h' = o^ ces équations 
admettent une seule solution ; par suite, h, h' sont bien déterminées. 

Après avoir calculé h et V, les formules (A) feront connaître Tinconnue 
principale x\ le calcul, comme on le voit, pourra se faire au moyen de 
deux égalités; on aura, de la sorte, une vérification du calcul efiectué et 
des observations qu'on a faites. 

Quant à la vitesse des étoiles filantes, elle s'obtient par une formule 
qui prend pour base le principe du Radiant. 

^o^, On sait que, pour une observation 

/\ suffisamment courte, celle d'une 

\ nuit par exemple, toutes les étoiles 

\ filantes semblent partir d'un cer- 

tain nombre de points uniques, bien 
déterminés, sur la voûte céleste, 
\^ / \ nommés points radiants, ou, plus 

\ / j\ B brièvement, radiants (*). 

\ / / 1 Soient : a, le point d'apparition 

\ / / I d'une étoile filante; p, le point de 

\ / / j disparition. A cette étoile, corres- 

\ ! / j pond un point radiant situé dans 



Vn. 



I 



* ' ■' U une direction oaj, parallèle à la tra- 




j jectoire ap. L'observateur, placé en 

[ O, relève les angles 

-^w ficOa = d, qiOp = i. 

On calcule, en kilomètres, la 

hauteur h de l'étoile au-dessus de 

rhozon correspondant à ; enfin, 

on relève l'angle ^OM = a, hauteur apparente de l'étoile filante, au 

moment de sa disparition, au-dessus de l'horizon considéré. 

On a, en posant ap = L, 

L Ofi 

sin t ~~ sin d 

Mais 0^ = -r^. 

sm a 



(*) Voyez Annuaire publié par le bureau des longitudes, pour l'an 1888, 
p. 121 . Le nombre des points radiants, connus avec une certaine approxi- 
mation, est égal à 63. « L'observation de ce phénomène, dit l'ouvrage en 
question, offre à plusieurs égards un haut intérêt scientifique, surtout 
depuis l'époque où les travaux de plusieurs de nos astronomes célèbres 
ont permis de constater d'uue manière indubitable que certains essaims 
de météores et certaines comètes effectuent leur mouvement autour du 
Soleil sur une même trajectoire. » 
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^ ^ h sinl 

Donc L = -: : — -. 

sin a sm d 

Connaissant la longueur {*) de a^ et la ^ durée 6 de la traînée lumi- 
neuse, on en déduit la vitesse du météore (**). 

(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



CRELLE ou BROCARD? 



Dans le dernier numéro du Journal de M. Hoffmann : Zeit- 
schriflfurmathematischen und naturwissenschaftlichen Unterriçht 
on trouve sous le titre Grelle ou Brocard, un article de 
M. Schlômilch. Étant donnée la forme injurieuse de cette 
note, il me paraît plus convenable de ne pas le reproduire 
ici. Je crois pourtant nécessaire d'y répondre, au moins briè- 
vement, dans ce Journal de Mathématiques élémentaires, où a 
élc publiée autrefois (***) la première étude, faite en France, 
8U.r le cercle de Brocard. 

Voici, en peu de mots, le résumé de Tarticle auquel je fais 
allusion. L'auteur, après avoir cité les travaux de Grelle et de 
Jacobi sur la Géométrie du triangle, s*élève contre Tattri- 
bution du nom de Brocard à l'angle et aux deux points connus 
maintenant sous ce nom, et il revendique pour le géomètre 
allemand, Grelle, qui, entre parenthèces, n'avait pas abso- 
lument besoin de ce nouveau titre de gloire, la priorité de la 
formule fondamentale : 

COtg (0 = cotg A 4- cotg B H- cotg G. 

(*) On suppose que la trajectoire, pendant le court icteryalle de temps 
qui s^écoule entre les deux observations de points a, p, est rectiligne; 
cette hypothèse est tout à fait justifiée. 

(**) D'après les résultats consignas dans Touvrage de M. Hément, 
cité plus haut, la vitesse des étoiles filantes varie, suivant les exemples, 
entre 2t et 1131^'" par secpnde ; les hauteurs du point d^apparition, entre 
31 et IIQ^"*; celles du point de disparition, entre 5 et 66^". 

(*••) Voir Journal 1883, p. 10. 
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En outre, il proteste contre Thabitude de donner des noms 
nouveaux à des théorèmes qui peuvent (il le fait observer, 
mais la remarque est vraiment superflue) se fabriquer en 
nombre indéfini. II voit dans l'usage de ces dénominations 
nouvelles un inconvénient, celui de faire oublier les noms, 
quelquefois illustres, des savants qui autrefois ont fait des 
découvertes se rattachant aux mêmes sujets. 

M. Schlômilch me permettra, en lui répondant, de ne pas 
le suivre sur le terrain où il a cru devoir se placer. Ce sont là 
des procédés de discussion que nous. Français, M. Schlô- 
milch ne rignore pas sans doute, nous n'employons jamais. 
Je veux me borner à traiter, sans passion, avec le seul souci 
de la vérité, le point historique soulevé par Tauteur de Tarlicle 
cité et, comme on le verra, ce n'est pas aux Français que 
j'irai puiser les renseignements dont la source pourrait 
paraître suspecte au géomètre allemand, mais bien aux tra- 
vaux des mathématiciens étrangers, à ceux, notamment, de 
MM. Casey et Neuberg. 

Avant d'entrer en matière, je dois rappeler aux lecteurs du 
Journal de Mathématiques qui ne pourraient pas consulter les 
sources originales, les nombreux articles publiés ici même 
sur la Géométrie du triangle, en tête desquels se placent les 
Généralités sur la géométrie du triangle par M. de Longchamps 
et Y Étude bibliographique de M. Vigarié. On trouvera, en 
groupant les notes diverses qui accompagnent ces mémoires, 
un historique très développé et absolument impartial de la 
géométrie récente. 

Une autre étude bibliographique a été donnée, antérieure- 
ment, en 1885, par M. Lemoine, au Congrès de Grenoble, de 
l'Association française. 

Chacun sait la part considérable que M. Lemoine a prise à 
la Géométrie du triangle; il semblerait donc que l'article 
auquel nous faisons allusion n'aurait pas du échapper à 
M. Schlômilch; que ces questions d'histoire paraissent inté- 
resser particulièrement. Or, avant de citer les travaux si 
nombreux qui se sont suivis sans interruption depuis 1873, 
M. Lemoine donne une liste des mémoires divers remontant 
à 1809. Il est vrai que, dans cette nomenclature, le travail do 
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Grelle a échappé à M. Lemoine. L'auteur de cette notice n'avait 
pas, à cette date, consulté la collection, fort rare, du Jouimal 
de Crelky et rien, à propos de cet article oublié, ne pouvait le 
mettre sur sa trace. Gomme il le déclare d'ailleurs, certains 
travaux ont dû rester ignorés de lui. Mais M. Schlômilch 
connaît-il quelqu'un, même en Allemagne, qui, sur une ques- 
tion donnée, puisse affirmer qu'il possède sans erreur, sans 
omission, tous les éléments historiques qu'elle comporte? 

Quoi qu'il en soit, et n'en déplaise à M. Schlômilch, les Alle- 
mands eux-mêmes ont adopté le terme critiqué par lui avec tant 
de passion. Que ce géomètre, s'il lui en faut une preuve de 
fraîche date, veuille bien se reporter au mémoire de M. Emme- 
rich,"publié en mars 1889. Dans cette note (*), M, Emmerich 
rappelle, avec raison, le travail de Grelle. Et pourtant, de même 
que M. Fuhrmann, en 1887, M. Emmerich conserve le nom 
d'angle de Brocard; et il rend justice, en même temps, aux 
géomètres anciens et aux géomètres modernes en disant : 

« On ne peut oublier, que les écrits de Grelle et de Jacobi, 
avec les travaux de Grunert, Wiegand, Emsmann et Hellwig 
qui s'y rattachent, constituent, par la foule des résultats qu'ils 
renferment, une première période de la géométrie récente, 
tandis que la période actuelle emprunte un attrait particulier 
aux cercles de Brocard et de Lemoine. » 

Il importe d'ajouter, pour nous laver de ce reproche de 
vanité que M. Schlômilch nous jette si gratuitement au visage, 
que les noms des géomètres français, attribués à quelques- 
unes de leurs découvertes, ont été adoptés, à ce titre, sur la pro- 
position des géomètres étrangers. G'est M. Neuberg, notam- 
ment, qui, le premier, a proposé lés mots : points j angle et 
cercle de Brocard. Les noms de ; premier et second triangle de 
Brocard, sont dus à M. Gasey. Miss Scott, si grossièrement et 
si injustement mise en cause par M. Schlômilch, a simplement 
dénommé premier et deuxième points de Brocard, ce que cer- 
tains auteurs appellent aussi le point direct et le point rétro- 
grade. Or toutes ces expressions paraissent naturelles si l'on 



(*) « Sur l'angle de Brocard », par M. Emmerich, professeur, & Mul- 
heim-Bur-Rulur (Prusse). 
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veut bien considérer que les points et Tangle dont il s*agit se 
rattachent étroitement au cercle dont la découverte est, sans 
contestation, M. Schlômilch l'accordera lui même, la propriété 
de M. Brocard. 

Je dois dire enfin que Tenthousiasme provoqué en France, 
en Angleterre, en Belgique, et en Allemagne même, par le 
développement de la géométrie récente, n*a nullement eu pour 
conséquence, malgré la part considérable qui revient dans ce 
mouvement à M. Brocard, de qualifier, comme, nous le reproche 
encore M. Schlômilch, de Géométrie Brocardienne, la géo- 
métrie du triangle. Si co terme a été, à de rares occasions, 
employé dans ce Journal, et ailleurs, c'est sans prétention et 
uniquement pour indiquer la nature des sujeta traités. 

Quant à Tart de fabriquer des points remarquables, art que 
M. Schlômilch croit nous révéler dans l'article cité, qu'il me 
permette de le renvoyer au travail, déjà cité. Généralités sur la 
Géométrie du triangle, qui a paru ici même en 1886, et dans 
lequel, par des procédés divers et mille fois plus élégants que 
celui de M. Schlômilch, M. de Longchamps a montré comment 
il était possible de passer, d'un point donné, à d'autres points 
remarquables du triangle, associés à celui-ci; et même, com- 
ment on pouvait trouver un nombre indéfini de pareils points. 

Pour conclure, si nous reconnaissons, ainsi que tous les 
géomètres français l'on fait, dès qu'ils en ont eu connaissance, 
que la formule citée au début de cet article doit être, jusqu'à 
nouvel ordre, attribuée à Grelle, on ne peut refuser que les 
propriétés qui s'y rattachent aient été mises en évidence pour 
la première fois par le travail de Brocard? D'ailleurs, n'est-il 
pas exact, et n'est-ce pas là le fond même du débat, que ce 
travail fût, avec celui que M. Lemoine présenta en 1873 au 
Congrès de Lyon, l'origine de la géométrie du triangle? 

Si tout cela est vrai, n'est-il pas de toute justice de conser- 
ver les dénominations attribuées, dans les mémoires publiés 
en France et à l'étranger, aux éléments que ces travaux ont 
mis en lumière ? 

Que M. Schlômilch me permette une dernière réflexion. 

Ne trouve-t-il pas, en mettant de côté certains sentiments 
qui vraiment n'ont rien à démêler avec .les intérêts soienti* 
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fiques, qu'il est un peu tard aujourd'hui pour revenir, en 
admettant que la chose fût justifiée en principe, sur un langage 
aussi généralement adopté? M. Schlômilch, si fort au courant 
de la littérature allemande et non moins, je suppose, de la litté- 
rature française, aurait bien dû, depuis longtemps, pourvoir 
à notre ignorance en nous avertissant, à temps, de nos mé- 
prises. Je me demande pourquoi il n'a pas crû devoir le faire. 
Mais, peut-être, la note de Grelle, aujourd'hui remise en 
lumière par les Français eux-mêmes, était-elle à cette époque 
et malgré toute l'érudition qu'il peut posséder, aussi parfaite- 
ment inconnue de M. Schlômilch, que de nous? 

A. MOREL. 

Depuis que cet article est écrit, M. Vigarié m'a communiqué 
le manuscrit du mémoire qu'il a présenté celte année à l'Asso- 
ciation française, au Congrès de Paris. Ce mémoire qui donne 
un historique très complet de la géométrie du triangle, a été 
lu dans la séance du 9 août dernier, antérieurement, comme, 
l'on voit, à la publication de l'article de M. Schlômilch. Dans 
ce travail, M. Vigarié rappelle notamment la part de Grelle et 
des autres savants allemands dans la géométrie du triangle et 
il complète ainsi la notice historique donnée en 1885 par 
M. Lemoine. M. Schlômilch, en lisant ce mémoire, pourra 
constater que l'ignorance des Français, au sujet de la littéra- 
ture allemande, n'est pas aussi absolue qu'il lui plaît de 
l'affirmer. A. M. 



QUESTIONS D'EXAMENS (*) 



34. — Trouver les angles d'un triangle, sachant qu'ils sont 
proportionnels aux nombres 2, 3, 4. 

(*) Ces énoncés sont empruntéH aux recueils publiés par la librairie 
Groville-Morant, 20, rue de la Sorbonne. 
Les pages citées renvoient à cette publication. 
On trouve à la p. 10, citée ci-dessous, la question suivante : trouver 
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Vérifier que, dans ce triangle, on a la relation : 

A a 4- c 
cos — = — 7 — 

2 20 

{Saint-Cyr, p. 10.) 

Les angles demandés sont : A = 40», B = 60*, G = 8o<>. 

Dans tout triangle, on a 

. A + C A — G 

. . . . ^ sin cos 

a H- c sm A 4- sin G 2 2 



26 2 sin B . B B * 

2 sin - cos - 
2 2 

A - C 
cos 

d'où ^+^ _ ^ 

26 "^ . B * 

2 sm - 
2 

Dans le cas présent, on a : 

A G— A . B . _ I ^ 

— = 20* = , sin — ^ sm 3o» = -, etc .. • 



35. — r Démontrer que, n désignant un entier impair, 

n^ — n est divisible par 48. 

(Id.) 
Le nombre proposé étant écrit sous la forme 

n[n — i)(n + i)(n» H- i^, 
est manifestement divisible par 3. Il reste à montrer qu'il est divisible 
par 16. 

Ayant posé n = JËX^ =±: i , 

et prenant d'abord le signe +, on voit que : 1» n — i est divisible par 
4î 2» n + I, par 2; 3* n* + i par 2; donc etc.. 

36. — Construire une parabole, connaissant la directrice D, 

une tangente A, et le paramètre/?. 

(Saint-Cyr, p. 13.) 

On mène une parallèle D', à D, à la distance -* 

D' rencontre A. en A. La perpendiculaire élevée, en ce point A, à D\ 
va passer par le foyer. On a d'ailleurs un autre lieu du foyer en prenant 
le symétrique de D, par rapport à D% 

La directrice étant donnée, le foyer étant connu, la parabole est déter- 
minée. 

Il y a deux solutions, parce que la droite peut être prise d'un côté, 
ou de l'autre, de D. 



deux nombi'es connaissant la somme de leurs carrés et la somms de leurs 
cubes. 

Gette questionne comporte pas de solution élémentaire. Il faut lire pro- 
bablement, somme de deux nombres, au lieu de somme de leurs carrés. 



JOURNAL OE MATHÉMATIQUBS ÉLÉMENTAIRES 2d1 

37; -^ Démontrer que 

(1) cos a cos 6 = - jcos (a 4- 6) H- cos(a — 6) 4- cos ( — a -4- 6) 

•4- cos (—a — 6)| 
et, généralement 

(2) cos a cos 6... cos i := i^ S cos (± a ± 6 ± c... ± l) 

n désignant le nombre des lettres a, 6,... L 

{École navale^ p. 25.) 

La formule connue donne 
2 cos o cos 6 = cos (a + 6) 4- cos (a +b) = cos (— a+ftl + cos (—a — 6 
égalité d'où Ton déduit (1) 

En multipliant las deux membres de (1) par cos c, on a 

cos o cos bcosc = g|2Cos(a + 6j cos c + ...} = g ^cos(±a±6±c) 

etc. 

Si dans la formule (2) on suppose b=:c = ... =i = o, ona 

2» cos" a = S cos (=h o dt a . . . ±: a). 

Le second membre, développé, est une fonction linéaire des quantités 
cos ma. cos (m — i )o, . . . On pourra résoudre Tégalité par rapport à cos ma. 
On voit ainsi que cos ma, quel que soit w, est une fonction rationnelle 
de cos a, si la proposition est vraie pour lea puissances {m— i), (m — 2), 
Or la propriété est vraie pour cos 2a ; elle est donc générale. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Lemoine la lettre suivante : 

Dans le numéro d'août 1889 du J. E., M. Pomey donne 
une démonstration très simple du théorème de Pages. La 
remarque qui termine cette petite note et qui indique la 
préoccupatioû didacliqvs de Y SiUiGuv m'engage à vous rappeler 
la démonstration que j'ai donnée du même théorème,J.^. 188 i, 
page 100, et que j'avais mise là, précisément parce qu'elle 
s'appuyait sur des considérations très élémentaires de 
géométrie pure. Elle est simple, facile à retenir et elle me 
parait naturelle. Vous observerez même qu'il n'est pas néces- 
saire de considérer l'ellipse. On peut, en eifet, énoncer la pro- 
position de la manière suivante: 
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Soit F'MF un triangle, M' le pied sur FF' de la bissectrice de 
V angle F'MF, la projection de MM' 6ur Fun des côtés MF MF' est 

égale à 

(MF + MF)^ — FF'^ 

FF 
La démonstration de cette propriété constitue un exercice 
sur le troisième livre. J'ignorais que ce théorème classique por- 
tât le nom de E. Pages. Si vous.savez quelque chose de ce géo- 
mètre, je crois que beaucoup de lecteurs, moi entre autres, pren- 
draient plaisir à voir sur lui un petit paragraphe biographique. 

Pour satisfaire au désir maDifesté par M. Lemoine, je me suis adressé 
à M. Catalan, qui, je croyais le savoir, avait particulièrement connu 
Etienne Pages. 

M. Catalan en me répondant, me dit qu'il a connu, en effet, Etienne 
Pages, il y a une cinquantaine d'années. Etienne Pages est entré à l'École 
Polytechnique en 1829 ; sorli en 1832 dans l'artillerie de terre, il donna 
sa démission en 1833. Vers 1837 ou 1838 il remplaça Duhamel comme 
Directeur des études à l'école préparatoire de Sainte-Barbe; mais il succomba, 
peu de temps après, en 1838 ou 1839, à une phtisie pulmonaire. D'après 
la lettre de M. Catalan, à laquelle nous empruntons ces renseignements, 
Etienne Pages n'aurait produit qu'un seul travail, publié en 1837 dans 
le Journal de Liouville. G. L. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

SESSION D'AVRIL 1889 (*) 



ACADÉMIE D'AIX (Faculté de Marseille). 

l'e série. — Inscrire dans un cercle un rectangle de surface donnée. 
— Discussion. 

2* série. — Dans un plan, on donne une droite fixe HK et un point 
fixe dont la distance HK est égale à a. 

Autour du point tourne une droite AOB dont le segment AO est 

a 
égal à - et dont le segment OB est égal à a. 

z 

On calculera pour chaque angle a que fait AB avec HK la somme 

ÂÂ' + BB'* 
des carrés des distances des points A et B à la droite HK. 

(*) Pour les solutions, voyez les Nouvelles annales scientifiqties (librairie 
Croville-Moranl). 
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On cherchera les valeurs maxima et minima de cette somme et enfin 
on tâchera de représenter par une courhe la variation de cette somme 
lorsque la droite AB tourne autour du point G. 

3* série. Couper une sphère par deux plans parallèles, perpendiculaires 
à un diamètre donné, également éloignés du centre de manière que la 
somme des* deux sections soit à la zone intermédiaire dans un rapport 
donné. Cas où le rapport donné est égal à Tunité. 

ACADÉMIE D'ALGER 

I. Évaluer le volume engendré par un triangle tournant autour de Tun 
de ses côtés. Exprimer ce volume en fonction de^ côtés seulement. 
Démontrer que ce volume est égal au produit delà surface de ce triangle 
multipliée par la circonféience décrite par son centre do gravité. - Au- 
tour de quel côté il faut faire tourner le triangle pour qu'il engendre le 
pins grand volume? 

II. — Deux points A et B sont situés sur un môme parallèle terrestre ; 
Tare AB de ce ce parallèle a une longueur de 100 kilomètres, et l'heure 
en B en avance de quatre minutes sur l'heure en A. On demande de cal- 
culer la latitude commune de ces deux points. 

ACADÉMIE DE BORDEAUX 

!'• série. —I. Partager un triangle équilatéral ABC en deux parties 
de surfaces équivalentes par une sécante DF faisant avec la base BG un 
angle a ; chercher la condition que doit remplir l'angle a pour que les 
points D et F soient d'un même côté de la base BG. Vérifier les formules 
dans le cas où a = 30». 

II . — Résoudre le système x-\- y = a; 

v/za* — X* + si a* — y* = a\/3 . 

2* série. I. — Ëtant donnés quatre points en ligne droite A, B, G, D; on 

mène, par un point P, quelconque, du plan, les circonférences PAB et 

PGD qui se coupent en général en un second point P'. 

1* Démontrer que la droite PP' passe (.ar un point fixe, quelque soit le 
point P choisi. 

2" Déterminer dans le plan le lieu des points P tels que les circonfé- 
rences PAB et PGD soient tangentes entre elles. 

II. — Déterminer la relation qui existe entre les 'coefficients de l'équa- 
tion a^ + oo; + 6 = o, sachant que la somme des cubes des racines est 
égale à leur produit. 



QUESTION 282 

Stolntion par M. A. Boutio, professeur au Gollège de Gourdemanche . 



Etant donné deux triangles quelconques ABC, A'B'C; on con- 
struit sur une même base MN : d* abord, Us couples de triangles 
MNP' MNP', semblables à ABC, A B'C; ensuite, les couples MNQ, 
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MNQ' semblables à BGÀ, B'C'A'/ enfin, les couples MNB, MNR' 
semblables à GAB, G' AfW. 

Démontrer que les droites PP', QQ', RR' sont inversement pro- 
portionnelles aux produits AB.A'B', BG.B'C, G A. C'A'. 

(Neuberg.) 

Soient A, B, G, a, 6, c, S, A', B', G', a, 6', c\ S' les divers 
éléments des triangles ABC, A'B'G'; m = MN. 

PMÎT = B, P^MN = B', PSm = C, Plïa = G' 

Ona PM = ÎÎÎ^, ' FM=ÎÎ^', 

a a 

a a 

Les triangles PMP', PNP* donnent ; 

T^w ^*^* ^*c'' 2m*cc' ,_ _. 

^^' = iF ^ -^ - -^"^^^^ -^^^ 

a« a* aa 

Ajoutant, chassant les dénominateurs, divisant par m'; ona 

1 = a'*(6« 4- c») -H a*{6'* -h c'») - 2aa'cc' cos (B - B'j 

m 

- 2aa'bb' cos (G - G') 
= a'W + c») -H a*(6'* -+- c'*) — -• 2ac cos B.2a'c' 

2 

cos B' 2ab cos G.2a'6' cos G' — 2.0c sin B. 

2 

aV sin B' — 2ab sin G.a'6' sin G' 

(a'« -h c'» — 6'î) - -!. (a« + 6« - c*)(a'« 4- 6'« - c'«) 

- I6SS' 

= (a« + 6* -h c«)(o'« -4- i'« + c'«) -- 2(aV* -H 6»6'* 
-h cV*) - 16SS'. 
Le second membre étant une fonction symétrique des lettres, 
a, 6, c; a', 6', c on a, finalement, 

PP'. aa' = QQ'.66' = RR'.cc'. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES S61 

Solution géométriqys (*). — Les triangles PNP', QMQ' sont 
semblables. En effet, les angles PNP', QMQ' sont égaux ; et, jde 
plus, les côtés qui les comprennent sont proportionnels, comme 
le prouvent les égalités : 



PN-^, 
a 


P'N' '"^'• 
^^ a' ' 


QM = ^ , 


Q'M' - '^' 


De ces relations, ou déduit 




PN P'N' 


bb' 


Q'M' QM 


~ axi' 


PF PN 
et. par suite, ^^ = ^^ 


bb' 

~ aa' 


PP'.oa' = QQ'.W 


>' = RR'.cc'. 



QUESTION 290 

liolntlon et Remarque, par M. Sludler, chargé de cours 

au Lycée de Rodez. 



Résoudre l'équation 
(ax -H p)» -H (a'x + p')« + X» = 3(ax + p)(a'x + p') x, 
Déduire de là, en supposant a = a' = o une méthode élémen- 
taire pour résoudre Véqualion du troisième degré. (G. L.) 

1® L'équation proposée peut s'écrire : 

(1) aï» = -^ (aa? -t- p)» - (a'a? -+- p')» 4- 3(aa; -+- p)(a'a; -h p>. 
Si nous posons 

y = (aa -4- p) 4- (a'a? -f- p'), 

d'où 

(2) y» = (ouc + p)« + (a'o; -¥ p')» -h 3(aa5 + p)(a'a; -h p')y, 

et si nous ajoutons membre à membre les relations (1) et (2), 
nous obtenons 



(*) Communiquée par M. J. Neuberg. 
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y* 4- aç» — 3(aa; + p)((xx -h p')(y 4- ac) = o, 
d'oîl la solution y =z ^ x 

ou aa? + p 4- a'a? -4- f' + a? = o 

et, par suite, x = — — i- — ;^ 

a -4- a + ï 

2® Si dans ce calcul nous supposons a = a' :i= o nous voyons 
que l'équation réduite 

(3) X* - 3pp'a? + p» -f- p'» = 

admet la racine a: = — (p -H p'). 

Si ensuite nous identifions, terme à terme, Téquation (3) 
etréquation générale du troisième degré : 

x^ -t- jox -h g = 0, 
nous obtenons, pour déterminer p etp', les deux équations sui- 
vantes 

pp'=-|, p» + p'. = g, etc.. 

Remarque. — Il n'est pas sans intérêt d'observer que l'énoncé 
de cette question fournit à l'enseignement élémentaire une 
méthode uniforme de résolution des équations du deuxième 
et du troisième degré. 

On sait en effet que l'un des moyens employés pour résoudre 
l'équation 

X* -h px -^^ q = Oy 

consiste à transformer le premier membre en un carré d'un 
binôme de la forme a? — a; on extrait ensuite la racine carrée 
des deux membres de l'équation ainsi transformée. 

Or, si l'on examine de près la méthode de résolution que 
l'énoncé indique pour l'équation du troisième degré, on s'a- 
perçoit que ce procédé revient à transformer en un cube exact 
l'un des deux membres do l'équation et à ^ extraire ensuite la 
racine cubique des deux membres. 

En effet, toute équation du troisième degré est réductible à 
la forme 

(a) X* =— px — q, 

et il résulte immédiatement de cette relation que l'ensemble 
des deux termes —px — q est un cube parfait dont la racine 
est X. D'autre part, l'inconnue x peut être considérée, d'une 
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infinité de manières, comme la somme de deux quantités auxi- 
liaires p -H p', de sorte que Téquation (a) est un cas parti- 
culier de l'identité 

(b) (p -^ p')' = 3l3p'(P + P') -H p» + p. 

En identifiant, terme à terme, les relations (a) et (b), on 
obtient pour déterminer x les trois équations 

X = p -h p\ 

Nota. — Solutions diverses par MM. H. Youssoufian, à Gonstantinople ; 
i. Beyens, capitaine du Génie à Cadix ; A. Emmerich à Mûlheim sur 
Ruiir (Prusse); Lavieuville, professeur au collège de Dieppe; Boutin, 
professeur au collège de Gourdemanche. 



QUESTIONS PROPOSEES 



342. Si l'on a 
l'égalité 

(a* 6* 


f-\. g ^ h - \, 
c^ \a c 


■)12 


a(b - cy 
f 




\{af -hhg + 


< -14)- 


•ir 


%\b - c)« 


est une 


identité. 






(Catalan.) 


343. 


— Résoudri 


B les équations 
X -^^ y -\- z =^ Qj 
x^ ^ If -h z^ a* 


+ 26% 








x^ -h y^ -h z^ = a^ 




'SvéchniJwff.) 



344. — Soient A le sommet d'un tétraèdre, BGD sa base, G 
le point d'intersection des médianes du triangle BGD. Démon- 
trer que 

3AB2 + 3ÂG' + 3lD* = BC^ + BD^ + CD' + gÂQl 

(Svéchnikoff,) 
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346. — Résoudre les équations 

x-hy + z-i-t = 4m, 
X* -h y* -h z* -^ l^ = 4W* 4- 49*, 
ic' 4- î/' 4- y* + /• = 4m' -h témg*, 152. 
X* 4- î/* -4- i^* 4- /* = 4m* -+- 24m"9* 4- 49* -H 4P*. 

(Svéchnikoff.) 

346. — Sur le diamètre kk' d'un cercle donné, on construit 
un rectangle A A'GG'ayant pour hauteur le côté du carré inscrit; 
on prend, sur la circonférence, un point quelconque M; et Ton 
tire les lignes MG, MG' qui coupent AA' en D, D'. 

1» Vérifier que aF^ -i- ÂT3* = AT*. 

2^ On reporte les segments AD', A'^D sur la circonférence 
comme cordes, en tenant compte de leurs sens, et on obtient 
un nouveau point M': on demande d'étudier les variations de 
Tare MM', lorsque le point M parcourt la circonférence donnée. 

(Dellac) 

347. — Soient A, B, G, trois points en ligne droite. Par A, 
on fait passer une droite mobile A et, des points B, G on abaisse, 
sur A, des perpendiculaires BB', CG'. Trouver le lieu décrit par 
le point de concours des diagonales du trapèze ainsi formé. 

(G. L.) 



RECTIFICATIONS 

Page 173, au lieu de Gymnase de Froïtrx, lisez Gymnase de Troïtzk; au 
lieu de miroir P, lisez milieu P. 

Page 174, dans la figure 1, il faut changer les lettres I, Ii, I^,.- P&r 
T, T„ T,,... et réciproquement. 

Page 178, au lieu de courbe G, lisez courbe CI. 

Page 179, dans la figure 3, il faut changer la lettre I par T. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES MAXIMUMS ET LES MINIMUMS 

Par M. l'abbé Ropert, professeur au Petit Séminaire de Guérande (L.-L). 



1. — En désignant par h, k des coefficients positifs, trouver le 
maximum de mx + ny, en supposant kx' + hy" = a* (*). 

Les conditions du maximum, comme l'on sait, ne seront pas 
changées si Ton élève mx 4- ny au carré, et si Ton multiplie, 
par une constante le carré ainsi obtenu constant. L'identité 
d'Euler (**) donne 

(A) kh{nix -h nyY s: (m*A + n^k){kx^ + %*) — {nkx — mhy)^, 
et, par suite, en tenant compte de la relation donnée, 

kh{m^ + nyY = (m'A + n'^k)a* — {nkx + mhy)*. 
Ainsi, le maximum de kh{mx -h ny)*, et par suite le maxi- 
mum cherché, a lieu en même temps que le minimum de 
{nkx, — mhyY, c'est-à-dire pour nkx — mhy, etc. 

, 2. — Quel est le minimum de kx* + hy", pour mx + ny = b? 

L'identité (A) peut s'écrire 

{m^h + n*k){kx^ + hy^) s kh{mx 4- ny)* + (nkx — mhy)^ 

= khb* + {nkx — mhy)*. 
Le minimum cherché a donc lieu en même (emps que celui 
de {nkx — mhy)\ c'est-à-dire pour nkx = mhy, etc. 

3. — Minimum de mx — ny, pour kn* — hy* - c. 
On a, comme plus haut, 

(B) kh{mx — ny)* s: (m*h — n*k){kx* — hy*) + {nkx - mhy)* 

(*) Cette question généralise un exercice proposé dans V Algèbre de 
^I. Gombette, p. 591 . 

(**) L'identité d'Euler, à laquelle nous faisons allusion ici, est la sui- 
vante (Voyez G. de Longchamps, Algèbre^ 2® édition, p. 9). 

(a> 4-p6*)(c* + pd») :=: {ac + pbd]* + p[ad — bc]\ 

Pour en déduire (A), on pose : 

k 

il 
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et par conséquent, 

kh{mx — nyY = {m^h — n"Ar)c 4- {nkx — wi%)*; 
et le minimum cherché a encore lieu pour nkx = mhy, 

4. — Maximum de kx* — hy*, pour mx — ny = d. 

L'identité (B) donne 
ou (m'A — n«A;)(<ra;» — hy*)^:kh{mx — ni/)* — {nkx — mhyY, 
{m*h — n*k){kx* — %•) = Mrf* — {nkx — mhy)*. 
On trouve encore nA:a: — mAy = o. 

On remarquera, pour la généralisation qui suit, que l'éga- 
lité, trouvée dans les exercices précédents, peut s'écrire : 

kx _^ hy 
m n 

5. — Maximum de mx + ny + pz, pourkx* + hy* + iz* = a. 

On observera que 

(G) khi{mx -hny-h pz)* =: {m*hi + n*ïA+p»A:A)(fcr*H-%*-f-i^*) 
— i{nkx — mhy)* — k{phy — niz)* — h{miz — pkx)* (*). 

Le premier terme du second membre étant constant, le maxi- 
mum cherché a lieu en même temps que les minimumsde : 
{nkx — mhy)*f {phy — niz)*, {mis — pkx)*\ c'est-à-dire pour 

nkx = mhy ] 1 , - 

F / kx hy iz 
phy ^ niz > > ou - — = -^ = — . 

mtz = pkx ) '^ 

6. — Minimum de kx* + hy* + iz*, pour mx + my -h pz = b. 

On peut écrire (G) sous la forme 
[m*hi + nHk + p*kh)(kx* 4- hy* -h pz*) s: khi{mœ 4- ny -hpz)* 

4- i{nkx — mhy)* 4- . . . 
et Ton voit que le minimum cherché a encore lieu pour 
kx __ hy _ iz 
m n p 

7. — L'extension à un nombre quelconque de variables est 
évidente. 

(*) Celte identité est intéressante. En supposant ^ = ^ =t\ on retrouvel 
1 Identité de Lagrange; elle représente donc une généralisation de celle-ci; 

G; L. 
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DES COORDONNÉES SOUS-TRILINÉAIRES 

Par M. Ang, Poulain, à Angers. 
{Suite et fin, voir p. 245.) 



9. Théorème II. — Dans un quadrilatère inscriptibley c<m^ 
vexe ou non convexe, le rapport des diagonales égale le rapport des 
sinv^ des angles opposés ; ou encore, le produit de^chaque diago- 
nale, par le sinus de V angle qu'elle partage, est constant. 

En effet, le rapport de chaque diagonale, au sinus de l'angle 
opposé, égale le diamètre 2R du cercle circonscrit au quadri- 
latère. 

10. — Gela posé, la distance 8 = M^Mi est donnée par la 
formule suivante : 

,-o. 1% _- (yl ~ yo)' + (^1 — ^0)' + 2(y; - yQ)(z\ - zo)coa A 

' ^ sin*A 

De cette formule on déduit deux autres expressions de 8* 
obtenues par permutation circulaire des lettres. 

En effet, transportons la droite MoM^, parallèlement à elle- 
même, de manière que Mq viennent en A. Les projections ne 
changent pas et déterminent alors un quadrilatère inscrip- 
tible birectangle, dont MqMj est la diagonale ; ce qui donne 
immédiatement (*) une relation équivalente à (12) : 

(13) AM^ sin» A = Bfi,\ 

11. — Ces trois formules en fournissent quatre autres. Car 

C) En prenant AG, A6 comme axes de coordonnées, on arriverait aujL 
mâmes formules^ Le théorème II fournit un moyen plus rapide et plus 
élémentaire. Cette méthode ne diffère, que par la forme^ de celle de 
Mi Eœhler; (Eocefcices de Géométrie analytique). Le mâme auteur trans- 
forme la formule (12) des trilinéaires dans la suivante 

ô« = ^ISX» - 2SXY cos C)i 

ou Ton pose X = y,«o — î/o^n «t où Ton permute circulairement les 
lettres. M. Boutin arrive au même résultat, par une autre voie (J; E^ 
1889, p; 7a). 
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Dous ayons une suite de trois rapports égaux. Nous pouvons 
les combiner de manière à amener au dénominateur, soit 
S sin* A ^ 2Ay soit Tune des trois expressions telles que 
sin* B -¥■ sin* G — sin* A s: 2 sin B sin G cos A. Ou encore 
nous pouvons faire ces opérations après avoir multiplié les 
deux termes de chaque rapport par 4 cos* A,. . .; ce qui amène 
finalement aux dénominateurs 
2 sin* 2 A ou sin*2B+ sin* 2G— sin*2A s: 2 sin 2B sin 2C cos 2 A. 

Enfin, on peut modifier finalement les numérateurs en 
ajoutant ou retranchant le carré de l'expression (8), laquelle 
est nulle. 

Nous pouvons appliquer à la distance X ces vingt-deux 
formules et beaucoup d'autres du même genre. 

12. — Le principe de réciprocité (6, 2®) nous montre que 
toutes ces formules restent vraies en coordonnées normales (*). 
On le prouve directement par les mêmes quadrilatères ins- 
eriptibles. Les formules (12) subsistent aussi, si l'on rem- 
place ABG par un polygone quelconque. Elles ne supposent 
même que l'existence d'un angle. 

13. — Nous devons, à l'obligeance de M. Neuberg, une 
indication intéressante. C*est que, en coordonnées triliniaires, 
on peut toujours transformer 0* de manière que son expression ren- 
ferme uniquement, soit les carrés de x^ — Xq..., soit les rectan- 
gles de ces binômes. 

En effet, dans la relation (8), faisons passer dans le second 
membre a(Xi — œ^) et élevons les deux membres au carré. 
Nous en tirons la valeur du rectangle (y^ — y^) {z^ — z^) et 
nous pouvons la substituer dans (12); ce qui ne donne plus 
que des carrés. On trouve ainsi une formule énoncée dans 
Mathesis (1889, p. 134) : 

(14) S= = ^* Jl{x, - x,Y sin 2A; 



(*) Chacune, de ces relations donne, en coordonnées trinormales 
ou multinormales, Véquation des cercles. Dès lors, aussi, toutes les 
valeurs données pour 8 sont décomposables en un produit de facteurs 
imaginaires du premier degré, puisque, égalées à zéro, elles donnent des 
cercles de rayon nul. 
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OU, en coordonnées barycen triques absolues, 

(15) 8« = I S(a, - a,y cotg A. 

Au contraire, si Ton multiplie les deux membres de (8) par 
Vi "" Vo ou ^1 "" ^0» on tire de là les valeurs des carrés en 
fonction des rectangles seuls. On trouve ainsi, rapidement, la 
relation établie par M. Plamenewsky, au moyen de la formule 
de Stewart (J. E. 1889, p. ISO) : 

(16) ^* = - 1 ^^(y^ - yo)(^i - ^o) (*). 

14. — Avant de terminer, donnons une application du théo- 
rème sur le quadrilatère inscriptible (9). Nous en avons déduit 
régalité (13). 

1® Cette égalité montre que X sin A égale le côté correspon- 
dant du tiHangle podaire de M. On peut donc, pour tout point 
remarquable, calculer les côtés du triangle podaire. Si ce der- 
nier est oblique, c'est-à-dire s'il est déterminé par des droites 
inclinées d'un môme angle 6 sur les perpendiculaires, et dans 
le môme sens, on a, en posant X, = B^ C^, 

(17) Xj cos .-= X sin A. 

(Ces divers triangles podaires de M sont semblables entre eux.) 

2® Inversement, étant donnés deux côtés du triangle podaire, 
on peut construire X, fji, v et, dès lors, le troisième côté. On 
observera encore que )i, {Aj, v^ peuvent ôtre regardés comme 
formant un système de coordonnées. 

(*} Inversement, étant donnée une formule quelconque, pour 6, on a un 
procédé général pour montrer son identité avec la valeur fondamentale (12). 
C'est d'éliminer une des coordonnées, par exemple, Xi — x^. Car alors les 
égalités à comparer peuvent être regardées comme donnant des cercles 
de même centre et de même rayon $. Or, comme il ne reste que deux 
coordonnées, ces équations sont forcément identiques à un facteur près. 
— On voit que, parmi les expressions de la distance de deux points, il y 
en a cinq qui sont plus avantageuses. Ce sont celles qui n'ont que trois 
ou quatre termes, savoir : 1* la formule fondamentale (12) ; 2* celle aux 
carrés (14); 3* celle aux rectangles (16) ; 4* et 5* les deux formules tripo- 
lares (J. S. 1889, p. 8) qui, de plus, permettent de n'avoir que les coor- 
données relatives pour un des points. Il serait à désirer qu*on fît un 
tableau de ces divers résultats pour les distances correspondant aux 
points les plus remarquables. 
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3® Par suite, à toute formule ou équation renfermant X, [x, v, 
en correspond une autre renfermant X^, [t-^, Vj. On voit que dans 
cette transformation, le théorème de Ptolémée a pour corréla- 
tif celui de Simpson (avec Textension de Garnot au cas des 
obliques). Car le premier théorème donne, quand M est situé 
sur Tare AB du cercle circonscrit, 

(18) o* = àk -h 6[i.. 

Or, d'après ce qui précède, cette relation équivaut à 

Vi = Xi -+- JAi, 

c'est-à-dire que le triangle podaire se réduit à une droite, 

SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. €}* de liongchamps* 

(Suite et /In, voir p. 248.) 



EXERCICES (*) 

1. — Tracer, dans la partie oli elle est accessible, la perpen- 
diculaire abaissée d'un point inac- 
cessible A, sur une droite donnée A. 
On suppose que A est visible, mais 
que le pied H de la perpendiculaire 
en question est inaccessible. 




2. — Mener, à une circonférence 

0, une tangente allant passer par 

le point de concours, inaccessible, 

^^9' 5^7. (Jq deux droites données A, A' (**). 

(*) Ces exercices terminent notre Essai sur la GéomMrie de la Règle et 
de VÉquerre, Cet ouvrage, tiré à un petit nombre d'exemplaires, est en 
vente à la librairie Delagrave. 

Gomme on pourrait interpréter, dans un sens inexact, les énoncés qui 
suivent, nous avons donné pour quelques-uns d'entre eux l'indication 
d^une des réponses quUls comportent. Le lecteur, guidé par cette indica- 
tion, pourra trouver, pour chacun de ces exercices, beaucoup d^autres 
solutions. 

(* * ) Cette question a été proposée dans VEducational Timei, par M. Ignacio 
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3. — Étant donnés deux arcs de cercle a, j3, appartenant* à 
des circonférences A, B, dont les centres sont inaccessibles; 
on propose de mener les tangentes communes dont les points 
de contact appartiennent aux arcs considérés. ' 

4. — Tracer une route circulaire passant par deux points 
À, B, et par un troisième point G, visible, mais inaccessible. 

Examiner le cas particulier où les points A, B, sont con- 
fondus en un point M, d'une droite donnée A. 

5. — Par un point A, et par deux autres points B, G, inac- 
cessibles, faire passer une route circulaire. 

Examiner le cas où les trois points donnés sont inacces- 
sibles. 

Dans ce problème, comme dans le précédent, on indiquera 
la construction, point par point, de la circonférence deman- 
dée (*). 

Beyens, capitaine du génie à Cadix, et résolue dans le numéro du 1" jan- 
vier 1889. La solution donnée (loc, cit.), et que nous allons reproduire, est 
très élégante. 

On prend les pôles des droites A, A', relativement à O. La droite qui 
passe par ces deux points rencontre la circonférence donnée, aux points 
de contact cherchés. 

Le problème est du second degré et, au premier abord, il semble se 
traiter par la règle et Téquerre, ce qui implique contradiction. Mais il faut 
observer que, dans le cas présent, on s'accorde la présence d'une cir- 
conférence dans le plan de l'épure, ce qui revient à se donner un compas. 
(Voir la note de la p. 25.) 

(*) Il y a, bien entendu, aux problèmes de cette espèce, des solutions 
très variées. On peut, pour ces solutions, s'accorder de simples aligne- 
ments; ou, dans d'autres cas, la fausse équerre, l'équerre ordinaire, le 
cordeau divisé. Il faut aussi discuter la solution proposée, et, notamment, 
voir si elle est générale dans le sens que nous avons donné à ce mot, 
au cours de cet ouvrage ; ou au contraire, si, au point de vue pratique, elle 
est seulement réalisable dans certains cas. 

Ainsi, dans le cas présent, si l'on peut déterminer, par des coups 
d'équerre, l'orthocentre H du triangle ABC, dont les sommets sont inac- 
cessibles, en prenant, si la chose est possible, les symétriques de H, par 
rapport aux côtés de ABC, on obtient trois points appartenant à la circon- 
férence que l'on veut construire point par point. On est ainsi ramené à un 
problème plus simple et dont la solution n'ofire aucune difficulté. Mais 
cette manière de résoudre le problème est soumise à objection, au point 
de vue pratique ; car les constructions indiquées ne sont pas réalisaJ>les, 
dans tous les cas. Cette solution n'est donc pas générale. 
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6. — Par un point A, inaccessible, et qui n'est visible que 

n ^ jf j^ des points B, C, 

on propose de tra- 
cer une route pa- 
rallèle aune droite 
donnée A. 

Les lignes de visée, 
BA, GA, peuvent être 
prolongées au delà de 
c w Ftg. 3^8, robslacle. Elles ren- 

contrent A aux points M, N. Soit AQ la parallèle cherchée. On a 

BG AN MR 

= I. 




Mais 



par suite, 



BR AG MN 
AN_QR 

ag~qg' 

QR_ BR.MN 
PG ""BG.MR 



Gette égalité, dont le second membre ne renferme que des quantités 
connues, permet de calculer le rapport QR : QG. Le point Q se trouve 
ainsi déterminé, etc. . . 

7. — Deux points A, B, sont inaccessibles et invisibles 




Fig. Si9. 
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pour tous les points de la ligne AB ; on propose de jalonner 
cetle droite, point par point. 

Voici une indicalion pour la solution de ce problème. Les points A, B 
sont visibles, on doit le supposer, de deux points donnés P, Q. En effec- 
tuant les alignements quUndique la figure, on a 

I 2 I I 2 I 

RK"~RJ~Rr' QL"'QP""Qr* 
Les points E, L, peuvent donc être déterminés, etc., 

8. — Par deux points A, B, tracer une circonférence allant 
passer parle point de concours inaccessible (o, de deux droites 
données A, A\ 

On tracera d*abord une droite A'' passant par A, et par o) ; puis, par 
B, on mène une semi-droite BG faisant avec BA un angle égal k A^ A'' ; BG 
rencontre A^ en un point G appartenant à la circonférence cherchée, etc. 

9. — Par un point A, tracer un arc de circonférence qui, 
prolongé, passe par les points w, w', inaccessibles, mais déter- 
minés : le, premier, par les droites A, o ; le second, par deux 
autres droites A', 8'. 

10. — Déterminer Torthocentre H d'un triangle ABC, dont 

les sommets sont inaccessibles. 

Il s*agit de tracer deux droites, dans la partie accessible, allant con- 
courir en H. 

On coupe le triangle ABG par une droite A, menée dans la partie acces- 
sible ; A forme avec les côtés de ABG, pris deux a deux, trois triangles. 
Si Ton peut construire les orthocentres de ces triangles, on obtient trois 
points situés sur une droite passant par H, etc. 




^ . , perpen- 
diculaire sur AB, cette droite est Tune des hauteurs de ABG ; etc. 

11. — Déterminer le centre de gravité G, le centre du 
cercle inscrit, le centre du cercle circonscrit, etc., d'un 
triangle, dont les sommets A, B, G, sont situés en dehors des 
limites de Tépure, 

On prend, sur la partie accessible du côté BG, deux points quelconques 
P, Q ; et, par ces points, on mène des parallèles aux côtés BA, GA. Elles 
se coupent en un point R ; soit G' le centre de gravité du triangle PQR. 
Ayant mené, par R, une droite allant passer par le point inaccessible A; 
cette droite AR coupe BG en un point co, centre d'homothétie des triangles 
ABG, PQR. Ainsi, GG' va passer par le point inconnu F, etc. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1889. 12, 
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Cette solution est générale ; elle s'applique à tous les cas qui peuvent se 
présenter, si petites que soient les portions accessibles des côtés de ABC. 

On observera, en outre, qu'elle convient à la recherche de tous les 
points remarquables d'un triangle dont les sommets sont inaccessibles. 

Gomme solutions particulières des problèmes posés, on peut indiquer 
les suivantes : 

1* Centre de gravité. Une parallèle à BG coupe les parties accessibles 
des droites AB, ÀG, aux points B', G' La droite qui va du milieu de B'G', 
au sommet A, passe par G, etc. 

20 Centre du cercle inscrit. On élève, dans la partie accessible, aux côtés 
AB, AG, des perpendiculaires de même longueur et, par les extrémités 
obtenues, on mène des parallèles à ces côtes*, elles se coupent en un point, 
qui appartient à la bissectrice de l'augle A. etc. 

3* Centre du cercle circonscrit. On détermine les mili^x des côtés du 
triangle ABC, comme nous venons de l'expliquer, quand nous avons cher- 
ché te centre de gravité, etc. 

Autrement, En coupant le triangle ABG par une transversale A, ou 
obtient trois nouveaux triangles et le cercle qui passe par les centres des 
cercles circonscrits à ces triangles va passer par le point inconnu, etc.(*; 

ÂtUrement. On détermine l'orthocentre H et l'on prend les symétriques 
de H par rapport aux côtés BG, G A, AB. On obtient ainsi trois points du 
cercle circonscrit, etc. 

12. — Etant donnés trois points A, B, G, formant un triangle 
tel que le centre de la circonférence circonscrite soit située 

^ en dehors des limites de 

\ ^^^^'^ répure, on propose de tra- 

b\/' X A cercette circonférence, 

^-^'^ \ 2><r*Nr\ / point par point, en ne fai- 

B^^ — '"'x xÇ^^^^iw^ ^^^* usage que de la règle 

\ • / ^ et de réquerre. 

^^' ^*^* Soient B', G' les miUeux des 

côtés AB, AG. Ayant pris sur B'G' un point arbitraire M, on élève à MA, 
au point M, une perpendiculaire qui rencontre les perpendiculaires 
élevées aux mUieux des côtés AB, AG, en des points B", G". Les droites 
BB'', GG'^ concourent en D; ce point appartient à la circonférence en 
question. 



(*) Nous nous appuyons ici sur cette propriété : les centres des cercles 
circonscrits aux triangles formés par les côtés d'un quadrilatère complet appar- 
tiennent à une même circonférence. 

Ge théorème a été donné par nous, avec plusieurs autres, dans la Revue 
des Soàiétés savantes, numéro du 6 mai 1864. Nous avons supposé, à cette 
époque, qu'il était connu, à cause de son extrême simplicité. Peut-être 
nous sommes-nous trompé, car il a été, depuis, retrouvé et donné comme 
nouveau, dans les Nouvelles Annales 1871 , p. 206. 
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13- — Mener, par un point donné A, une normale à un arc 
de cercle dont le centre (o est située dans la partie inaccea-. 
sible de l'épure. 

Examiner le cas ou A est à l'infini. 

On prend trois points P, Q, R, sur Tare donné ; les perpendiculaires 
élevées aux milieux des cordes PQ, PR, se couperaient en co, si Ton 
pouvait les prolonger. On est ainsi ramené au problème classique : mener, 
par un point A, une droite allant passer par le point de concours, inac- 
cessible, de deux droites données. 

Dans le cas particulier où l'on veut mener une normale parallèle à une 
direction donnée, on trace une corde perpendiculaire à celte direc- 
tion, etc. 

14. — Deux arcs de cercle ont leurs centres situés en 

dehors des limites de l'épure; on propose de déterminer le 

rapport de leurs rayons. 

On peut prendre sur les arcs proposés deux points A, A' et, par ces 
points, mener les normales A, ^' (Ex. 13). On trace alors deux cordes AB, 
A'B' inclinées, sur les droites, d^angles égaux ; AB : A'B' représente^le 
rapport cherché. 

15. — Dans les conditions données dans Texercice précé- 
dent, on propose de mener la normale commune aux deux 
arcs de cercle considérés. 

Déterminer aussi Taxe radical des circonférences auxquelles 
appartiennent ces arcs de cercle, et leur centre de similitude. 

16. — Deux droites A, 8, d'une part; A', S', d'autre part, se 
coupent aux points (o, (o', en dehors des limites de l'épure. 
Tracer, dans la partie accessible, une parallèle à axo' (*). 

(*) Il ne faut pas confondre cet exercice avec les problèmes analogues 
traités au chapitre VI. Ici, les points sont tout à la fois inaccessibles et 
invisibles. Il est vrai qu*on peut résoudre Tex. 16 en déterminant 
d'abord les projections de co, ta', sur une droite D, arbitrairement choi- 
sie et en appliquant les tracés indiqués au § 70. Mais il y a beaucoup 
d'autres solutions plus simples, pour le problème en question. 

17. — Un arc do cercle A a son centre situé hors des limites 
de répure. Par un point A, pris sur une tangente D, mener à 
A la seconde tangente, 

On trace la normale à A passant par A (Ex. 13), puis l'on construit la 
droite symétrique de D, par rapport à cette normale. 

18. — Parallèlement à une droite donnée, mener une tan- 
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gente à un arc de cercle dont le centre est situé lit)rs des 
limites de Tépure. 

19. — Étant donné un point A et un autre point B, visible, 
mais inaccessible; tracer, point par point, une circonférence 
passant par A et admettant B, pour centre (*). (Stdner.) 

20. — Étant donné un triangle ABC, construire avec la 
règle et Téquerre les expressions : 

- cosA, - cosB, - cos G. 

2 2 2 

(Catalan,) 

On déterminera d'abord le point de concours des perpendiculaires 
élevées aux milieux des côtés du triangle. En projetant en K, sur OB, le 

milieu A'' de BG, A"K = - cos A. 

2 

Autrement. — Menons les hauteurs BB^ CC; puis G'G, B'H perpendi- 
culaires à BG; B'E perpendiculaire à BA; CD perpendiculaire à GA. Les 
droites GD, HE se coupent en un point R. On a 

RD = RE = - cos A. 

2 

Gette solution qui nous a été communiquée par M. Gatalan, offre 
l'avantage de donner du même coup, deux lignes égales à la longueur 
cherchée, sans exiger un tracé plus long que celui qui résulte de la 
construction indiquée dans la première solution. 

21. — Étant donnés deux points A, B d'une parabole et son 
axe A; déterminer le sommet S de la courbe, ce point étant 
supposé inaccessible. 

Le point inconnu S appartient à A. Pour résoudre la question posée, il 
suffit de trouver une droite allant passer par le point S. En effet, un point 

(*) Ge problème m*a été signalé par M. Laurens. Il est proposé et 
résolu dans un ouvrage de Steiner, publié en 1833, ayant pour titre : 
Des constructions géométriques au moyen de la règle et d'un cercle fixe; mais 
on peut le considérer conmie appartenant à la géométrie de la règle et 
du cordeau. La solution donnée par Steiner repose sur la considération 
simultanée du centre de simiUtude interne et du centre de similitude 
externe de deux circonférences. 

A la suite, Steiner propose le problème indiqué plus haut (Ex. 12) et 
après avoir donné une solution basée, comme la précédente, sur la consi- 
dération des centres de similitude, il signale en note le Manuel de V arpen- 
tage et du nivellement de Grelle (1826) dans lequel on trouvera, dit-il, une 
ingénieuse solution du problème en question. Gette solution ne m*est 
pas connue et Je regrette de ne pouvoir Texposer ici. 
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inaccessible est détenniné par deux droites ne se rencontrant pas dans les 
limites de Tépure. 

Soit M le milieu de AB, M' la projection de M sur A. La perpendicu- 
laire élevée, en M, à AB, rencontre A en N; on prend NM" = M'N. 
Soit A' la projection de A sur MM^ La perpendiculaire abaissée de A, 
sur M" A' va passer sur S. 

22. — On connaît Taxe A et deux points A, B d'une para- 
bole dont le sommet est inaccessible ; construire, point par 
point, Tare AB. 

Ayant déterminé le point M", comme il est dit dans Texercice précé- 
dent, on prend sur MM^un point arbitraire H et, du point inaccessible S, 
on abaisse (par un des procédés connus) une perpendiculaire sur M'^H. 
Cette droite coupe la parallèle à A, menée par H, en un point qui appar- 
tient à la parabole considérée. 

En supposant que H soit pris sur le segment qui représente la projection 
de AB sur MM^ on construira, ainsi, l'arc AB, point par point. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. A* Bontin^ professeur au Collège de Gourdemanche. 

(SuitCf voir p. 226.) 



128. — Dans un triangle, on a les deux identités : 

ABC 

1<* (i — cotg— cotgB)(i— cotg — cotgC)(i — cotg — cotgA) 

2 2 2 

A B P 

= (ï — cotg— cotgG)(i — cotg— cotg A)(i — cotg — cotg B). 

<w 2 2 

A B C 

'2p ( I + tg - cotg B)(i + tg - cotg G)( I + tg - cotg A) 

2 2 2 

, = (i + tg- cotg C)(i + tg- cotg A)(i 4- tg- cotg B). 

! 2 2 2 



. 129. — 00, yj z étant les coordonnées normales du point M. 
Déterminer ce point de manière que la fonction 
^{x^ + y* + z^) + [t.{xz -h yz -h xy) 
soit maximum ou minimum. 
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Les équations du maximum ou du minimum sont : 

2Xa; 4- (a(^ -h js) = afe, 
2\y + p.(a; -h a) = &fe, 
2X2 -h \i.{x -{- y) = ck ] 

d'où x= -(- — ; a), 

[1 — 2X\X 4- (1. / 

ce qui nous montre qiue le lieu de M, quand X et pi varient, est la droite 
Kl qui joint le centre inscrit au point de Lcmoine. 

iSauf pour (JL = 2X et X + |jl= o, il y a maximum pour {!.> 2X, minimum 
pour fx < 2X. 

Gomme cas particuliers : 

{j. := o, point de Lemoine, valeur du miKïmum : S tg 9. 

X = {i. = I , point dont les coordonnées normales sont 

X y z 

T.a—p 2b — p 2c — p' 

la valeur du minimum est : ^— — =— r> 

3Sa* — 2Sa6 

a = — I, p = 2. Point complémentaire du réciproque du centre du 

cercle inscrit, la valeur du maximum est : 

Saô* 
a = o, ^ = I. Point dont les coordonnées barycentriques sont : 

« _ P _ Y 
cos* — 

2 

la valeur du maximum est : 



•■" 


B 




G' 


cos* 


— 


cos» 


— 




2 




2 


4S^ 


1 






2Sa& - 


-Sa» 





130. — On projette les centres des cercles inscrits et ex-in- 
scrits à un triangle sur les trois côtés de ce triangle, soient S^, 
SJ, S'I, SJ" les aires des quatre triangles obtenus. 

On a: 



f^2 ^'f% ^"'2 ^2 

On trouve : 

2S, ■= r(sin A -h sin B + sin G) 
2S'i= r'(sin B + sin C — sin A), 
d'où, la relation indiquée. 

131. — Le lieu des points M du plan d'un triangle tels que 
la somme des carrés des côtés du triangle podaire correspon- 
dant, est constante est un cercle concentrique au point de 
Lemoine du triangle de référence. 

Nous rappelons qu'on appelle triangle podaire d'un point, le triangle 
qui a pour sommets les projections orthogonales de ce point sur les 
côtés du triangle de référence. 



n 
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132. — Si Ton porte sur les perpendiculaires élevées aux 
milieux des côtés d'un triangle ABC des longueurs ka^ kb, kc, 
on forme un triangle A'B'C Le iriangle pour lequel la somme 
des carrés de ses côtés est minimum est le premier triangle de 
Brocard. 

On trouve, en effet, 

o'* + 6'» -h c'« = S( 1 2k* cotg e + 1 2A; + cotg 6) 

d'où, pour le minimum de a'* + 6'* + c'S & = tg 0, 

2 

ce qui répond au premier triangle de Brocard. 

133. — On considère un triangle ABC et le cercle circonscrit 
0. De chacun des sommets comme centre, avec R pour rayon, 
on décrit un cercle. Les cordes communes à et à ces cercles, 
prolongées s'il y a lieu, forment un Iriangle A'B'C, en se cou- 
pant deux à deux. 

1® est le centre du cercle inscrit dans A'B'C; 

2*^ A'B'C est homothétique au triangle orthocentrique de 
ABC; le rapport d'homothétie est 

I 

4 cos A cos B cos G ' 

3« Aire de A'B'C = — tg <p (tg ? = tg A + tg B + tgC); 

4 

4® Les droiles AA', BB', GC, sont concourantes en un point 

dont les coordonnées barycentriques par rapport à ABG, sont : 

g cos (B - G) _ p cos (G - A) _ y cos (A - B) 

a» ~ &» " c« 

134. — Par Torthocentre d'un triangle on mène une droite 
quelconque X. Démontrer que les symétriques de "k par rapport 
aux côtés de ce triangle se coupent en un même point de la 
circonférence circonscrite. 

On observe que les symétriques de rorthocentre par rapport aux côtés 
se trouvent sur la circonférence circonscrite, et on montre que Tangle de 
deux des droites symétriques de X se coupent sous un angle constant qui 
a précisément pour mesure le demi-arc intercepté par ces droites sur la 
circonférence O. 

136. — Soit ABG un triangle, H son orlhocentre; A^Aj le 
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diamètre du cercle HBG perpendiculaire à BG, B„ Bj, Ci, C, 

des points analogues. Calculer les aires A^BiGi, AjBjG,. 

On a : OA, = R(2 cos A + i) . . . 

OAa = R(2 COS A — i) . . . 

— ^-^-i = S(2 cos A + i)(2 cos B + i) sin G 

xi. 

^è^l9l = 2(2 cos A - 1X2 cos B - I) sin G 

x\ 

ou, tous calculs faits. 2A1B1C1 = 2S — Rp 

2A2B2CJ = 2S + 3Rp 

136. — On projette le centre du cercle circonscrit au tri- 
angle ABG en A', B', G' sur les hauteurs de ce triangle ; mon- 
trer que les triangles ABG, A'B'G' sont semblables. 

137. — On projette Torthocentre H sur OA, OB, OG en A^, 
Bi,Gi, les deux triangles A'B'G' (de Texercice précédent) et 
A^BiGi sont inscrits dans le même cercle. Montrer que A'jB'jC, 
sont sur ce cercle les milieux des arcs sous-tendus par les côtés 
de A^B fi^] 2® les droites A'A^, B'B^, G'G^ concourent en un 

• même point, orthocentre de A'B'G', centre du cercle inscrit 
dans AiB^Gi. 

138. — On considère deux parallèles A, A', un point quelcon- 
que de leur plan; par on mène une sécante A'' qui coupe 
A, A' en A et B; en A, on mène une perpendiculaire à A', en B 
une perpendiculaire en A", ces perpendiculaires se coupent 
en M. Lieu du point M. 

Des considérations de triangles semblables montrent que ce lieu est 
une parabole qui a pour axe la perpendiculaire abaissée de sur les 
parallèles et pour sommet le pied de cette perpendiculaire sui: A. 

139. — On donne les longueurs de trois droites OA = a, 
OB = p, OG = y, les orienter autour du point 0, de manière 
que le triangle ABG ait Taire maximum. 

Si Xf y, % sont les angles des droites entre elles, la condition du maxi- 
mum est : 

cos X _ cos y cos z 

ce qui montre que doit être le point de concours, des hauteurs de 
ABG. 
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CORRESPONDANCE 



A propos de Farticle de M. Morcl, Grelle ou Brocard, publié dans le 
précédent numéro, M. Neuberg nous a adressé une lettre fort intéressante 
de laquelle nous détachons les passages suivants : 

1® . . . C'est dans une brochure, datée de i816, et intitulée : 
Veher einige Eigenschaflen des elenen gerardlinigen Dreicks 
rûcksicktlich dreier durch die Winkelspitzen gezogenen geraden 
Linien, et non dans son journal dont le tome 1 a paru en 1826, 
que Crelle a traité des points û, û' (points de Brocard), et 
de Tangle w (angle de Brocard). 

2® .... Jacobi a repris le même sujet dans le programme 
scolaire de Pforta, en 1823 (*). 

3® .... Dans le journal même de M. Schlomilch, on trouve 
d'importants travaux sur cette géométrie si vivement attaquée 
par lui, dans la note à laquelle M. Morel a si bien et si juste- 
ment répondu. Je vous citerai particulièrement les travaux 
de Reuschle (t. XI, 1866, p. 475-493 et ceux de Wetzig 
(t. XII, 1867, p. 280-301). 



Extrait de deux lettres de M. Bernes. 

La formule queM. Plamenewski donne (**) comme nouvelle 
pour la distance «le deux points en coordonnées normales : 

S* - - ^ Sa(y - y,){z - z,) 

est indiquée dans le Traité des coordonnées trilinéaires de 
Ferrers, qui date de 1861. 

La formule S* = -^:^ S acos A(x — a?.)* 

4b* 

(*) Ces programmes scolaires sont des brochures publiées en Allemagne 
par les écoles ou lycées, à la fin de chaque année scolaire. On y trouve 
les programmes d'études de l'établissement, les noms des élèves couron- 
nés, et les travaux scientifiques des professeurs. 

(**) Voyez Journal^ p. 160. 
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s'y trouve également, ainsi que la formule relative à Tangle 
de deux droites, établie, dans le numéro d'avril, par M. Boutin. 

Voici, à ce propos, une autre formule, proche parente de la 
première, et que j'ai donnée à mes élèves, dès 1883. Si 8, 8', 8' 
sont les distances (en grandeur et en signe) des trois sommets 
d'un triangle ABC à une droite L, ces distances vérifient la 
relation 

2a«(a - 8')(S - ^') = 4S% 
ou, sous une autre forme, 

S(6» + c« - a«)(8' - 8")« = 8S*. 

Cette formule, et celle que j'ai rappelée au début de ma 
lettre, sont des conséquences immédiates de cette propriété: 

Si q, q', q" sont les projections (en grandeur et signe) d'une 
longueur MN sur les côtés BC, CA, AB d'un triangle, on a 

4SVMÎP = - abcJlaqY' 

Pour le démontrer, sur MN comme diamètre, on décrit une 
circonférence, dans laquelle on trace les cordes MA', MB', MC 
parallèles à BC, CA, AB, Ces cordes sont les valeurs absolues 
de g, q\ q". Leurs extrémités A', B', C forment un triangle 
semblable à ABC. En appliquant, au quadrilatère MA'B'C, le 
théorème connu sur le rapport des diagonales d'un quadri- 
latère inscriptible, on obtient la formule en question. 

J'ajoute que, si au quadrilatère MA'B'C on appliquait le 
théorème de Ptolémée, on obtiendrait la relation 

aq + bq' -h cq = 0, 
utile à noter et, d'ailleurs, facile à établir directement, en 
partant de ce fait que la somme algébrique des projections de 
BC, Cà, AB sur MN, est évidemment nulle. 

Soient maintenant 8, 8', 8' les distances des sommets du 
triangle ABC à une droite quelconque X du plan. On a la 

formule 

Sa«(8 - 8')(8 - 8'') = 4S«. 

En effet 8' — 8", 8" — 8, 8 — 8' sont les projections de BC, 

CA, AB sur une perpendiculaire Y à la droite X du plan que 

l'on considère. Si, sur Y, on prend une longueur arbitraire l 

et qu'on appelle q^ q', q'\ ses projections sur BC, CA, AB, on a : 

g %' -^ 8^^ g' 8^-8 g'^ _ 8 - y 

1~ a l ^ h l c 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 283 

De ces égalités et de la relation 

4S«P = - abcJlaqY, 
on déduit : Sa«(8 - 8')(8 - 8") = 4S». 

On pourrait aussi Tobtenir par un calcul direct qu'on faci- 
literait en généralisant un peu cette relation. Supposons que 
S, 8', 8" soient les distances de A, B, G a un plan quelconque P. 

On obtient alors la relation : 

2a«(8 - 8')(8 ^ h") = 4(S» - S'«), 
dans laquelle S' représente la projection de Taire S, sur le 
plan P. On peut remplacer 4(8* — S'*) par 4S* sin* 0, 6 étant 
Fangle du plan ABC avec le plan P. 



ADMISSION A L'ECOLE NORMALE DE CLUNY 

JUILLET 1889 

(Section des Scienoes.) 



Arithmétique et algèbre (8 juillet 4 h.). 

L ~ Deux personnes ont à se partager le droit à uns rente annuelle 
de a francs, payable pendant n années ; elles conviennent que la première 
personne touchera seule les p premiers termes de cette rente, tandis que 
la seconde touchera seule les termes suivants. 

On demande de déterminer p de façon que les deux parts soient égales. 

La renie se paie une fois par an, et le premier terme échoit un an après 
le jour où est faite la convention précédente. On suppose les intérêts 
composés au taux de r pour un franc par an. 

Application numérique ; n = 25, r = o.oSyS, a = 25,280 firancs. 

Le calcul ne donnant pas un nombre entier d'années, le partage ne 
se trouve pas égal. Quelle est la somme que la personne la plus favo- 
risée devra remettre à l'autre, à la fin de la vingt-cinquième année pour 
rétablir Tégalité? 

IL — On donne Téquation 

(69 -h 4,m)x* — 1 5(9 — m]x ■+- 25(4 — m) = o, 
et Ton demande quelles sont les valeurs que Ton doit attribuer à m : 

10 Pour que les racines soient réelles; 

2* Pour qu'elles soient égales [dans ce cas, on calculera la valeur de 
ces racines égales); 

3* Pour que l'une des racines soit supérieure et Tautre inférieure à 5. 

m. — Dans un cercle de rayon R, on mène un diamètre AOB et l'on 
prend, sur OA, une longueur OA', inférieure au rayon, et, sur OB, une 
longueur OB', OB' égale à OA' ; on décrit sur les lignes AA', A'B' et B'B 
comme diamètres, trois circonférences et Ton demande de calculer la 
distance OA' = «, de telle façon que Taire du cercle donné, diminuée de 
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celles des trois cercles intérieurs, soit égale à une quantité donnée icmK 
— Discuter. — Y a t-il un maximum ou un minimum pour m^ et q[uellea 
sont les Taleurs correspondantes de a; ? 

Géométrie (9 juillet 4 h.). 

I.— Un triangle rectangle ABC exécute une révolution complète autour 
de son hypoténuse BG et engendre ainsi un solide P : 

1*> Montrer qu'on peut inscrire une sphère dans ce solide et qu'on peut 
aussi lui circonscrire une autre sphère. (En serait^il de même si le triangle 
générateur était quelconque, au lieu d'être rectangle?) 

2* Calculer les rayons r et r' de ces deux sphères, ainsi que la distance 
d de leurs centres, connaissant les deux côtés de Tangle droit AG = b 
et AB = c du triangle rectangle donné. 

3" Calculer la surface convexe T et le volume V du cône qui aurait pour 
sommet le centre de la sphère inscrite dans le solide P et pour circon- 
férence de base la circonférence décrite par le sommet A. 

4* Les surfaces coniques engendrées par les côtés AG et AR touchent 
la sphère inscrite dans le solide P suivant deux circonférences ; calculer 
les aires S et S' des cercles limités par ces circonférences, la distance x 
des centres de celles-ci et le rayon y d'une sphère dont la surface 
serait égale à S + S'. 

Chaque réponse devra être écrite sous la forme algébrique la plus simple 
possible. 

Application numénque : 6 = 2 mètres, c = 1 mètre. 

Nota. — On ne se serrira pas de la trigonométrie. 

II. — On donne deux points A et D sur une circonférence ; il y a, sur 
cette circonférence, une infinité de groupes de deux autres points B et D 
(ces deux points étant situés de part et d'autre de la droite AC), tels 
qu'entre les côtes du quadrilatère convexe ABGDA on ait ta relation 
suivante : 

(1) AB X CD = BG X DA 

1" Connaissant un de ces points, B, par exemple, construire l'autre; 

2o Prouver que la ligne droite BD passe par un point fixe M ; 

3*" Construire les deux points B et D pour lesquels les deux diagonales 
du quadrilatère correspondant soient égales (AG == BD); 

4'» Trouver le lieu géométrique décritparlepointM,la relation (1) étant 
toujours satisfaite, dans les deux cas suivants : 1«* les deux points A et G 
restant fixes, la circonférence primitivement donnée varie ; 2« la corde AG, 
de longueur constante, se déplace de telle sorte que ses deux extrémités 
soient toujours sur la circonférence donnée supposée fixe. 



BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 

SESSION DE NOVEMBRE 1889 



MARSEILLE 
On donne un cercle de rayon R et un point A à une distance de son 
centre égale à R \/21 . Mener par le point A une sécante telle que la corde 
interceptée par le cercle sur cette sécante soit égale au rayon. 
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Calculer la partie extérieure de cette corde. Interpréter la racine néga- 
tive. Montrer que les deux racines sont comprises entre les limites exigées 
par la figure. 



QUESTION 293 

iiolntioii') par M. Boutin, professeur au lycée de Gourdemancho. 



Résoudre les équations : 

(1) (2x + b + c)(2x + c + a)(2x + a + b) 

-h (x + a)(x + b)(x -t- c) = o. 

(2) 8(x + a)(x + b)(x 4- c) 

H- (x 4- b + c — a)(x + c + a — b)(x + a + b— c)=o 

(3) 8(x + b + c — a)(x -h c + a — b)(x + a -1- b — c) 

+ (x + 3a — b — c)(x + 3b — c — a)(x + 3c — a — b) = o 
et trouver la clef qui permet de former, en nombre indéfini^ les 
équations du mêm£ genre. (G. L.) 

1*^ La première équation peut s'écrire : 

(3aî + a + 6 -h c [3x^ -h 2œ(a + 6 + c) -h a6 + ac -4- 6c] = o 

. , a + b -{- c 
qui donne x ^ • 

Les deux autres racines sont fournies par l'équation du 
second degré 

3a;* -h 2x(a + 6 + c) -h û6 + ac + 6c = o. 
On peut remarquer que les racines de cetle équation sont 
réelles, quels que soient a, b, c. Donc (1) a toujours trois 
racines réelles. 

(2) et (3) s'écrivent respectivement : 
(305 + a + 6 + c)[3x-* + 2x(a -h b -h c) -h 2ab + 2ac + 2bc 

_ et» - 6* - c*] = o 
(3a? + a + 6 + c)[3a;* + 2x(a + 6 + c) + 6ab + Sac + 66c 

- 5a« - 56* - 5c*l = 9, 
Chacune d'elle admet donc la racine : 

a -H 6 4- c 

x= 



286 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES ÉLÉMINTAIRES 

et les deux autres racines sont données par les deux équations 
du second degré : 

3x* H- 2x{a H- 6 -f- c) H- 2ab + 2ac + 26c — a* — 6* — c* = o, 
3x*4- 2x(a -h b + c) + 6ab + 6ac4- 66c — 3a* — 56* — 5c*=o. 

On peut encore remarquer que ces deux équations ont 
toujours leurs racines réelles donc les trois équations propo- 
sées ont toujours leurs trois racines réelles. 

2«0na 

(4) (aH-6)(aH-Y)(64-Y)+aPrs(a+p-HY)(ap+aY4-pr). . 

Si, dans le premier nombre de cette identité, (^ fait suc- 
cessivement les trois substitutions : 

OL = X + u /a = aî4-64-c-a 

p = a; + 6 |p = a; + a4-c — 6 

Y=a: + c { y = X -¥ a-h b — c 

(x = a54-3a— 6 — c 
p=:a:-H36 — a — c 
Y = X -{- 3c — a — b 
On obtient les premiers membres des proposées; le second 
membre de (4) les décompose en facteurs et permet, ainsi, la 
résolution. D'autres substitutions donneraient d'autres équa- 
tions du même genre. 

Remarque. — Les équations proposées rentrent encore dans 
réquation : 

(5) (iC+p)(a:-H9)(a?+r)4-(aa?+p')(our-Hg')(ouc-hrO =0, 
ou 

(6) p + p' = ç -H ^' = r + r'. 

Dans ce cas, cette équation admet toujours la lacine : 
_- P+jo' _ g 4- q^ _ r-^r' 

a4-i a-+-l a + i^ 

On constate aisément» en substituant à a? sa valeur, que le 
premier membre s'annule. Le quotient du premier membre par 
(â -H i)aî 4- p -H />' est un polynôme du deuxième degré en x 
qui, égalé à zéro, fournit les deux autres racines. 

Si Ton substitue à a, p, p\ q, q\ r, /, des quantités quel- 
conques, convenablement choisies pour satisfaire aux condi- 
tions (6j, on pourra former autant d'équations qu'on voudra, du 
genre des proposées. Ici, pour les trois équations on peut 
prendre a = 2 
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et p-4-p' = g + g'' = rH-r'=a + 6 + c 
pour (1) p' = 6 + c p = a, etc. 

pour (2) p' = 2a p = b + c ^ a. etc. 

pour (3) p' = 26 + 2c — 2a /) = 3a — 6 — c. etc. 



EXERCICES 



1 (*). — Résoudre Téquation 



\/a —X + ^b — X -h \/c — x = \/a-hb-^c—x. 

2. — Soient A, B, C trois points situés sur une droite A. 
Sur chacune des droites AB, AG, on décrit un demi-cercle. 
Une droite mobile, perpendiculaire à A, rencontre ces demi- 
cercles aux points B', C. Trouver le lieu décrit par le point 
de concours des droites BB', GC. 

3. — Par un point fixe P, pris sur la circonférence d*un 
cercle donné, on trace deux cordes mobiles PA, PB, telles 
que la somme de leurs carrés soit constante. 

Trouver le lieu décrit par le milieu de AB. 

4. — Si le triangle podaire A'B'C d'un point K, par rapport à 
un triangle ABC, a pour centre de gravité ce point K ; les côtés 
A'B'C sont perpendiculaires sur les médianes de ABC (**). 

QUESTIONS PROPOSÉES 



348. — Dans un triangle, la distance d du centre de gravité 
au point de Lemoine, vérifie Tégalité 

9d«(Sa*)» =- Sa« -h SSa^è» - i5a»6«c^ 

(Aug. Poulain,) 

(*) Ces exercices sont extraits des ExaminatUm papers de rùniversité 
royale d'Irlande, pour Tannée 1888. Dans ce volume, dont je dois la 
connaissance h Tobligeance de M. Gasey, se trouvent recueillies toutes 
les questions posées aux examens des diverses facultés (lettres, sciences, 
droit, médecine), de Dublin. 

{**) On sait que le point de Lemoine jouit de la propriété énoncée^ 
Il fout dans la question présente, démontrer qu'il n'existe aucun autte 
pointj jouissant de cette propriété. 
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349. Généralisation de la question 288 {*). — On considère un 
triangle quelconque ABC, le centre I du cercle inscrit et le 
point M symétrique de A, relativement au milieu de BC. 
Par M, on trace MD perpendiculaire à BG et ME, MF faisant, 
avec BC, deux angles égaux à Tangle A, l'un de même sens 
que l'angle de AB avec AG, l'autre de même sens que Tangle 
de AC avec AB. Ges trois droites rencontrent respectivement 
lA, IB, IG en A', B', G'. Démontrer que 

MA' = a tg -, MB' = 6, MG' = c. 

2 

On fera voir aussi que si E', F' sont les rencontres de ME 
et MF avec lA, on a la relation 

cotg — 



r. + 



ME' ME' R ' 

où R est le rayon du cercle circonscrit à ABG, et où ME' et 
MF' doivent être affectés de signes selon le sens de AI où 
tombent E' et F'. ( Bernés.) 

350, — Un système de deux droites parallèles AB, GD, est 
coupé par deux sécantes AG, BD. On joint B et D à un point 
quelconque E do AG. 1® Si, par A et G, on mène des parallèles 
respectivement à ED, EB, ces parallèles se coupent sur BD; 
2<* si par A et G, on mène des parallèles à EB, ED, quel est le 
lieu de leur rencontre? (Bernés.) 

(*) Voyez Journal^ 1883, p. 236. 



Le Directeur-gérant, 
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